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MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS DEFORMABLES 
Premiere partie : GENERALITES SUR LES MILIEUX CONTINUS DEFORMABLES 



INTRODUCTION 



Tous les materiaux sounds a des forces exterieures se de- 
forment. Alors que la mecanique rationnelle n'etudie que le mouvement d'ensemble 
des corps considered comme indeformables ("solide parfait"), la mecanique des 
milieux continus deformables a pour but de calculer les deformations dues aux 
forces extfirieures. Ce calcul ne peut etre realise qu'a partir de 1 'observation 
expSrimentale et, en ce sens, on peut dire que la mecanique des milieux d§for- 
mables est une branche de la physique, par opposition a la mecanique rationnelle. 
Toutefois, cette classification ne doit las §tre considSrSe dans l'absolu et 
nous dirons simplement que nous sommes a la frontiere de la mScanique et de la 
physique. D'ailleurs, ceci est bien illustre par le fait que, dans le cas des 
solides reels, on peut considSrer que les deux phenomenes mouvement et deforma- 
tion sont simplement superposes alors que pour les corps liquides ou gazeux 
dgplacement et deformation ne peuvent plus etre separes distinctement. 
Ainsi la mecanique des milieux continus deformables comprend deux branches dis- 
tinctes : - la mecanique des solides deformables - la mecanique des fluides. 

L'observation et l'experience jouent un role primordial en 
mecanique des milieux continus. Le fondement physique des calculs theoriques 
doit etre clairement etabli et si la theorie est necessaire pour coordonner 1' en- 
semble des faits experimentaux, il est indispensable de verifier les calculs par 
l'experience. "L'experience suggere et controle" [J. Mandel). 

Dans ce cours. nous desirons presenter aux eleves-ingenieurs 
les theories generales de la mecanique des milieux continus [premiere partie) et 
les appliquer a la resistance des materiaux [deuxieme partie). 

Nous admettrons par la suite que l'etudiant est familiarise 
avec le calcul tensoriel. Dans le cas contraire, l'etudiant se reportera au 
premier chapitre du cours consacre a la notion de tenseur. 
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ELASTICITE - HECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS 



CHAPITRE I - Rappels - NOTION DE TENSEUR 



II est parfaitement possible mais peu commode de presenter la tfteorie 
de l'elasticite sans faire appel aux tenseurs. 

Dans le cadre de ce cours, nous ne donnerons pas, (easentiellement pour des raisons 
de temps) de definition rigoueeuse et generale de l'etre mathematique appele 
tenseur. 

Nous nous contenterons de donner le sens physique des tenseurs dans le cas par- 
ticulier de l'espace euclidien a trois 'Imensions en axes cartesiens. 
Dans le cas de la Physique, la notion de tenseur est intimement liee a la defini- 
tion de la grandeur representee et a la fagon dont cette grandeur se transforme 
dans un changement de coordonnees . 

1.1 •- §oalaires i _yecteurs 1 _tenseurs_d^ 
1°) Scalaires : ou tenseur d'ordre 0 

Un scalaire est defini par un seul nombre et independant des axes de reference 
Cdonc independant de toute notion d' orientation) . Citons parmi les grandeurs 
scalaires : masse, densite, temperature, volume. 

2°) Vecteurs : Par opposition aux scalaires, il existe des grandeurs physiques 
tres differentes, les vecteurs, qui sont inseparables de la notion de direction : 
c'est le cas par exemple d'une force ou de l'intensite du champ electrique, le 
grandient de temperature en un point. 

Nous pouvons designer un uecteur par E, E, E 

t 

E representant l'intensite du vecteur. Nous choisiuons cette convention. 
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BsBresentation_d^un_vecteur 



Choisissons un triedre trirectangle Ox^ , Ox^. 0x 3' Les composantes du 
veoteur sur les axes ( c'est-a-dire les projections du vecteur sur les axes) 
representent le vecteur en intensive et directions. 



E " [<V E 2' E 3 ] 



Un vecteur est un tenseur de rang 1 [cf . suite) 

Nous supposerons que le lecteur est familiarise avec ±' analyse vectorieiase . 

3 ° 3 I§D§§yE_de_rang_2_(ou_d^ordre_2) 

Nous pouvons generaliser la notion de vecteur. Appliquons un champ 
electrique ( represente par le vecteur E, sur un conducteur. II se produit un 
courant electrique. 

La densite de courant (intensive par unite de surface perpendiculaire au courant! 
est representee par le vecteur j . Si le conducteur est isotrope et si la loi 
d'Ohna s'applique, on a 

J-<PE CD 

a - conductivity. 




Si dans le systeme d'axes Ox^ , Ox^, Ox^ 

5 - [j v i 2 . 3 3 ] et E= f El , E 2 . E 3 ] 



Qn a 



j„ = o E. 



= o E, 



C2) 



chaque composante de j est proportionnelle a la composante correspondante de E. 

Par contre, si le conducteur est anisotrope (cas d'un cristal) la relation entre 
les composantes de J et de E n'a plus la forme simple de l'equation C2) . 
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Rernargye_: Les cristaux du systems cubique forment un groupe particulier dont la 
conduct! vite est isotrope. 

L' equation (2) est remplacee, pour les cristaux, par les relations (3) 



1 * a E+a E+a E 



J 2 " a 21 E 1 * a 22 E 2 * a 23 E 3 > (3) 
j 3 = °31 E 1 + a 32 E 2 + a 33 5E 3 




I 



°11 " 



'12 



.etaot des constantes. 



Chaque composante de j est liee par une relation lineaire aux trois composantes 
de E et 7 n'a plus la meme direction que E . On peut donner aux coefficients 
c^j de (33 une signification physique. 

Si le champ est applique parallelement a l'axe 1. 



E » 



Qe.j , 0 , 0 } et les Equations (3) deviennent (4) 



*1 


' °11 


E 1 


i 2 


= °21 


E 1 


h 


= °31 


E n 



C4] 



II y, a, done des composantes de j non 
seulement sur l'axe 1 mais aussi sur les 
autres axes : la composante dans la direction du 
champ est donnee par a et les deux composantes 




transversales par o_. et 
21 



a • De fagon sembla- 



ble 



mesure la composante de j parallele 



a x 2 quand le champ est parallele a x g . 

Ainsi la-conductivite d'un cristal est une propriete qui est decrite par neuf 
coefficients, que l'on peut ecrire sous la forme d'un tableau carre, entre deux 
crochets, qui symbolise un tenseur de rang 2T 
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°11 a i2 °13 



°21 °22 °23 



0 31 °32 °33 



£5 J 



ligne colonne 



a„ sont les composantes du tenseur. 
Ainsi, nous avons introduit trois sortes de quantites : 

- tenseur de rang zero (scalaire) represents par un seul nombre et independant de 
tout systeme de reference. 

- tenseur de rang 1 Cvecteur] caracterise par trois nombres ou composantes qui sont 
associes a un systeme d'axes de reference. 

- tenseur de rang 2 caracterise par 9 nombres ou composantes dont chacun est associe 
a deux axes Cpris dans un ordre determine] . 

La notation introduite traduit bien ces distinctions : scalaire s'ecrit sens indice, 
les composantes d'un vecteur avec 1 indice, celles d'un tenseur de rang 2 avec deux 
indices. Le nombre des indices donne le rang du tenseur 



D'une fagon generale, si une propriete T lie deux vecteurs 
et q = Cq , q 2 > q 3 ) de telle sorte que : 



Cp r p 2 . p 3 ) 



P 1 " T 11 q i + T 12 q 2 + T 13 q 3 

p=t a+T a + T a 
V 2 21 4 1 22 4 2 23 4 3 



(6) 



T 31 q l + T 32 q 2 + T 33 q 3 



T^j. etant des constantes, on dit que T represente un tenseur de rang deux. 

Un grand nombre de proprietes, en physique, font appel a des tenseurs de rang deux 

exemple : conductivity electrique, thermique, permeability etc... 

4°) Notation_des indices muets 

II faut simplifier les notations. Les equations (6) peuvent s'ecrire : 



3 
I 
j=1 



C7) 



Ci - 1.2,3) 
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On supprime le signe Z 

p i = T ij q j U,J * 1 ' 2 ' 33 C8) 

en adoptant la convention d' Einstein : quand un indice intervient 2 fois dans un 
terne monome, la sommation par rapport a ce"t indice est sous-entendue . 
Ainsi £6), (7) et [8) sont equivalentes . Dans l'equation C8), j est dit indice muet 
et i indice libre. 



P i : designs vecteur p = J^P-i' Pj' 
q^ : designe vecteur q 
Tij : designe tenseur [jjj^ 



1. 2.- Transformations 

Dans l'equation (6), les valeurs des coefficients dependent des axes 
de references choisis. Cependant, ces coefficients representent toujours la mime 
quantite physique : il doit done exister une certains relation entre les coeffi- 
cients correspondent a des systemes d'axes differents. 

Lorsqu'on change le systems de reference, seule change la methode de representation 
de la propriete physique mals la propriete elle-meme reste inchangee. 
Nous allons determiner la loi de variation des neuf composantes T„ d'un tenssur 
lors d'un changement d'axes. 

I.2.1.- Transformation des axes 

Considerons un changement d'axes e'est-a-dire le passage d'un systeme 
d'axes trirectangles a un autre trirectanglesayant la meme origine. Sur chaque 
axe, 1' unite de longueur reste la meme. Le premier systeme est x^ , x^, x.^' le 
second x'., x' , x' . 
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Les relations angulaires liant les axes sont donnees par le tableau suivant (tableau 
des cos. directeurs). 

Anoiens axes 





X 1 


X 2 


X 3 


X 


1 


3 11 


a i2 


a i3 


Nouveaux x 


2 


a 21 


a 22 


a 23 


x 


3 


a 31 


3 32 


a 33 



Par exemple j les cos directeurs de x'^ par rapport a x^ , x^, x^ sont a 22 e * 

et les cos directeurs de x^ x' ^, x' 2 et x' 3 sont a^^, et a 33 - Ainsi: 

a.. = cos angle fx' . , x.) 

/ N. 

nouveaux anciens 
axes 



Le tableau des a„ est une matrice : designe symboliquement par ^a.^ . Les 9 
composantes ne sont pas independantes les unes des autres . Vous pourrez d'ailleurs 
en exercice etablir les relations qui existent entre les cos. directeurs a. .. 
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Exercice n° 1 



Relations entre les cos. directeurs de la matrice Ca. .), 



Nontrer que trois quantites independantes sufflsent pour definir la 
transformation d'axes ; cela revient a trouver 6 relations independantes entre 
ifces 9 coefficients . On considerera : qu'une longueur unite reste egale a 1 et 



que 2 axes rectangulaires ont des cos. directeurs nuls . 
de KRONECKER 6. 



On utilisera le symbole 



A 





X 1 


X 2 


X 3 




a l1 


a i2 


a i3 


Nouveaux x* 2 


a 21 


3 22 


a 23 


X< 3 


a 31 


3 32 


a 33 



CI) 



Les 9 coefficients a^j he sont pas independants . Conside'rons le nombre de degrSs 
de liberte de la transformation : si les axes Ox^, Ox^ et Ox^ sont donnis, il faut 
2 angles pour preciser la direction de Ox'^ [latitude et longitude). Les nouveaux 
axes peuvent encore tourner autour de Ox'^ et un autre ang'ie. 1' angle de rotation 
autour de Ox'^ est necessaire pour les fixer completement .Ainsi trois quantites 
independantes suffisent pour definir la transformation : nous devons done trouver 
6 relations independantes entre les 9 coefficients a^ . 

Chaque ligne du tableau [1] represente les 3 cos. directeurs d'une droite par 
rapport a 3 axes orthogonaux Dx^, 0x 2> OXg. On a done : 



2 2 2 

a + a + a =1 
11 12 13 ' 



1K 1K 



2 2 3 „ 

a 21 * a 22 + 3 23 = 1 



3 2K 3 2K = 1 



a 31 + a 32 2 + a 33 2 = 1 



a 3K a 3K = 1 



3 iK a jk °* Bi i - J 



CM 



De plus, 2 lignes successives du tableau CD representent les cos. directeurs de 
2 axes rectangulaires. 
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3 11 S 21 + a i2 a 22 + S 13 3 23 = ° 



a„„ a„„ + a„„ a„-, + a„„ a„„ 
21 31 22 32 23 33 



a a + a a + a a =0 
31 11 32 12 33 13 



a a 
1k 2k 



a 2k a 3k = ° »■ 



a 3k a ik 



a ik 3 jk = ° 31 1 * J 



(3) 



Les equations (2) et C3} sont appelees relations d'orthogonalite £ = 6) 
On peut les exprimer en une seule equation : 



a . , a . « 6 . . 
ik jk ij 



(41 



6 ±J * symbole de KR0NECK.ER 



%- i-j 



» matrice unite C & 



ij 



Le meme raisonnement peut etre fait pour les colonnes mais les relations n'apportent 
pas de renseignements nouveaux 

Remarque : propriety de substitution des Cfi^j J 
Considerons la composante p^^ d'un vecteur p 

calculons 6.. p. : on a &.. p. ■ p. on substitue j a i 

ij i ij i J 

De meme 6 « p i 

Pour une composante tensorielle T., : 6..T., = T.. 

Jl ij jl il 

6 il T jl = T ji 

Cfij^j] est, pour cette raison, souvent appele e matrice de substitution. 

Exercice n°_2 - Demontrer, par la notation des indices muets, que le carre de la 
iongueur d'un vecteur jp^J defini par P^P^ est conserve dans un changement d'axes 
(une telle grandeur est un invariant] 



P i P i = a ji P 'j \i P 'k = W'k = P 'k P 'k 
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1 . 2 . 2 . - Transf ormations _des _cgRgosantes_d^ yQ _y§5*SyC 



Considerons un vecteur p 




1 

axe 3 x 2 



/a 



X 1 

x' 
x 2 



P 3 



pjj est obtenu en projetant p^. p 2 et p 3 
(consideres, comme des vecteurs) sur la 

■ ^— 7 

direction x" . 



= P n COS Cx^ X^) + P 2 COS Cx 2 , X^i ♦ P 3 COS [XgV x'.,) 



Soit d'apres (9) 



p 'l = a !1 P 1 



3 12 P 2 



a i3 P 3 



Da meme p' 2 - * a 22 p 2 ♦ a 23 P g 

P ' 3 = a 31 P 1 * a 32 P 2 * a 33 P 3 

que l'on peut ecrire selon la notation des indices muets 



[10. 1) 
C10.2) 
(10.3) 



£11) 



expression des nouveaux p en fonction des anciens. 

On peut faire le meme raisonnement pour la transformation inverse : on a alors 

P 1 = a 11 P 'l + a 21 P ' 2 + 3 31 p, 3 

C12) 



p. » a. . p" . 

1 



expression des"anciens" p en fonction des "nouveaux". 
Remarque - 

Transformations des coordounees d'un point 



Les coordonnees d'un point p 



X2 sont les composantes du vecteur QP. 
x„ 



On a done 



x . " a. . x. 



a., x' . 



£12 bis) 
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1.2. 4.- Iransformation_des_coirgosantBS_d^un_ta E a Q6_d e y>< 

Les veoteurs p at q sont relies entre eux par les 3 equations [6) . 
Les valeurs particulieres des coefficients T^j dependent du systeme d'axes 
choisi. Considerons un nouveau systeme d'axes x'^, x' 2 > x' 3> Les vecteurs p 
et q ont pour composantes p'^ et 3'^- Pour trouver les relations qui existent 
entre les nouvelles composantes, nous utiliserons la serie d'equations suivantes 

111) (8) (121 
p' ► p »q >q' 

en fonction de 



P i = a ik P k 



P k = T kl q l 



q l " a jl q 'j 



En comblnant ces equations : 



P'i = a ik T kl a jl q 'j : ° r P V T 'ij q "j 



soit 



T' 



ij 



a ik a jl \l 
ft. 



(13) 



k et 1 sont des indices muets, alors que i et j sont des indices libres 
, * 

(representes deux fois) . 

sont 

Les 9 composantes dsfiniss par la loi de transformation i ' un tenseur de rang 2 : 
equations 1 1 3 3 permettent d'ecrire dans les nouveaux axes les relations entre 
P' ± et q' . 

Remargue_£ developpement_de_Vequation_[13] 

Le developpement se fait en deux etapes : d'abord / indice puis / 1' autre 
1'ordre etant indifferent. 
Developpons /l : 

T 'ij = a ik 3 j1 T k1 + 3 ik a j2 T k2 + a ik a j3 T k3 
k est un indice muet dans chaque terme. 



T 'ij " a i1 a j.J T 11 + a i2 a j1 T 21 + a i3 a j1 T 31 
+ a il a j2 T 12 + 3 i2 a j2 T 22 + a i3 a j2 T 32 
+ a ii a j3 T 13 + 3 i2 a j3 T 23 + a i3 a j3 T 33 
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On comprend ainsi toute l'economie que represente la notation |das 
indices muets . (13) represente un systeme de neuf equations, chacun ay ant 
9 termes dans son second membre . 
Remargue_2 : transformation inverse 

On considerera la serie p ■* p'-t- q' ■*■ q 
qui permet d'obtenir les anciennes composantes en fonction des nouvelles 

Pi " \i p 'k p 'k ' T 'ki q 'i q 'i = a i,j q j 
d ' oQ I hi ■ a ki a ij T 'ki 

1 r t — y 

Dans la transformation (13), ou les nouvelles composantes sont exprimees 
en fonction des anciennes, les indices muets sont aussi voisins que possible, alors 
que dans la transformation inverse (14) c'est le contraire. II en est de m§me 
pour les lois de transformation vectorielle. 

Remargue 4 : le tableau ci-dessous rassemble les lois de transformation d'un 
scalaire, vecteur, tenseurs de rang deux et plus ( nous utiliserons le tenseur 
elasticity qui est de rang 4) . Ces lois de transformation sont d'une importance 
fondamentale, car elles forment la base ds la definition d'un tenseur. 



Norn 


Rang 


Nouveaux en fonction 
des anciens 


Anciens en fonction des 
nouveaux 


Scalaire 


□ 






vecteur 


1 


P 'i * a iJ P j 


p i = a ji p 'j 


Tenseur 


2 


T' . - a..a..I, 
ij ik jl kl 


T ij =a ki a lj T 'kl 




3 


T 'ijk =a il a jm a kn T lmn 


T. ,. = a, . a ,a . T' , 
ljk li mj nk lmn 




4 


T' . ., ,=a. a. a, a, T 
ljkl im jn ko lp mnop 


T *a a a a T 1 
ijkl mi nj ok pi mnop 



(14) 
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I. 3.- Definition d' un_tenseur 

Les lois de transformation des tenseurs sont d'une importance telle 
que nous pouvons Iss uti User comme definition d*un tenseur. Determinons leur 
signification profonde. 

Prenons 1'exemple du vecteur : on peut dire qu'un vecteur est une quantite qui se 
transforme dans un changement d'axes selon les equations [11). 

Cette regie de transformation nous a ete imposee par le fait que les 3 nombres p^ 
associes aux axes Ox^ , Ox^ et 0x 3 sont les composantes d'une grandeur' physique qui 
se conserve dans le changement d'axes. 

Ainsi dire que les 3 nombres p^ suivent la regie [11) revient a dire qu'ils sont 
les coordonnees sur Ox^ d'une grandatir physique invariante. 

De meme un tenseur de rang 2 represente une propriete physique a laquelle on attribue 
une existence propre en dehors des systemes d'axes particuliers choisis . C'est la 
reconnaissance de cette existence [relation entre 2 grandeurs vectorielles) qui nous 
a conduit "aux regies [13) et (14). Inversement on peut dire que quand ces regies 
sont respectees, cela signifie que l'on manipule "l'etre" qui represente une pro- 
priete physique independante du systeme d'axes. 

Remargue_1 : difference entre la matrice de transformation e t le tenseur jj^jj 

T. . 1 sont tous deux des tableaux de 9 nombres mais leur ressemblance se 
, 1J J 



[a^] et 



limits la. 

C a^j 3 est un tableau de coefficients esprimant les relations entre Sieux systemes 
d'axes. Par contre ^ijj eSt une § randeur Physique qui, pour un systeme d'axes 
donne, est representee par 9 nombres. 

Remargue_2 : Tenseurs_symetriques_et_antisymetriques 

Un tenseur T. . est symetrique si T. . » T.. 

" " est antisymetrique si T\ ^ » - T ^ =^>ce qui implique que ■ 0. 

La propriete de sjmetrie et d' antisymetrie d'un tenseur est independante des axes 
de reference. 

On demontrera facllement que si on a T. . » T,. «^ T' . . = T' 

T'.. - a., a., T., T*. ■ a., a.. T - T*.. 

ij iK jl Kl ji jl xK lk ij 



Kl 
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1. 4.- Quadrique Iregresentative 

Nous donnerons dans ce paragraphe la representation geometrique d'un 
tenseur de rang 2. 
Considerons 1' equation 

S. . x. x. » 1 (15) 
1 J 1 J 

ou les S. . sont des coefficients 

Effectuons les sommations par rapport a i et j dans (15) et posons S ± ^= S^. 
On obtient : 

S 11 X 1 2 + S 22 X 2 2 + S 33 X 3 2 + 2 S 23 X 2 X 3 + 2 S 31 X 3 X 1 + 2 S 12 X 1 X 2 = 1 

c'est l'equation generale d'une surface du second degre ou quadrique rapportee 
a un systeme d'axes dont l'origine est en son centre. Cette quadrique est en 
general une ellipsoide ou une hyperbololde. 

On peut transformer l'equation (15) dans un nouveau systeme d'axes en utilisant 
les equations (12 bis) donnant la transformation des coordonnies d'un point : 

x. = a, .x', x. = a .x* 

1 Ki k J Ij i 



S. . a x'a x' , = 1 
ij ki k ij 1 

S' , = a, . a, . S. . 
kl ki lj ij 

On s'apercoit que cette loi de transformation est identique a celle d'un tenseur 
de rang 2. 

Nous avions pose S. . = S... Done les coefficients S. . de la quadratique (15) 

XJ . Jl 3r3 a 2 

se transforment comma les coefficients d'un tenseur symetrique de rang 2 . 
Pour savoir comment se transforment les composantes d'un tel tenseur, on examinera 
la transformation de la quadrique correspondante (15) qu'on appelle quadrique 
representative du tenseur S^ ^ . 

Tous les tenseurs de rang 2 (sauf un, le tenseur thermoelectrique) representant 
les proprietes cristallines sont symetriques . 

Ainsi la quadrique representative peut etre utilisee pour decrire n'importe 
quel tenseur symetrique de rang 2 ; en particulier on peut l'utiliser pour 
decrire n'importe quelle propriete cristalline representes-par un tel tenseur. 



d'ou 



S 'kl X 'k X 'l 
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I .4. 1. - 0i§B9D§lisation_d^un_tenseur._Axes_grinci^ 

Sans revenir en detail sur les proprietes des quadriques, on sait qu'elles 
possedent des axes principaux : c'est-a-dire qu'il existe trois directions ortho- 
gonales telles que 1' equation de la quadrique generale, rapportee a ces axes, s'ecri 

S 1 X 1 2 + S 2 X 2 2 + S 3 X 3 2 = 1 C16) 
Un tenseur symetrique de rang 2 rapporte a ses axes principaux s'ecrira de meme : 



axas arbitraires 



5 11 S 12 S 13 

5 12 S 22 S 23 

S *3 S 
13 23 33 



~0 



axes principaux 

SO 0 
.1 

d s 2 0 

0 0 s„ 



S^, S^, S 3 sont les composafttes principales du tenseur 



6 composantes independantes =^ 3 mais le nombre de "degres de liberte" reste 
egal a 6 car 3 quantites independantes sont necessaires pour preciser les direc- 
tions des axes et 3 autres pour determiner les valeurs des composantes principales. 



La comparaison de C 1 6 3 a 1 'equation classique 



2 2 2 

*_ + X- * z - 

2 .2 2 

a b c 



= 1 



(16 bis} 



montre que les longueurs des demi axes de la quadrique sont 



1 1 

; 



Si S^, S^, sont yr 0. la surface est un ellipsoide . 



Si deux ceefficients sont > b et le troisieme negatif, on a un hyperbololde a une 
nappe £2 sections principales, J_aux axes sont hyperboliques , 1' autre etant ellip- 
tique] . 

Si un coefficient est > o et les deux autres < o, on a un hyperbololde a 2 nappes 
2 sections principales sont des hyperboles et la troisieme est une ellipse imagi- 
naire . 

Enfin si 3 < o ellipsoide imaginaire. 
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1. 4. 2.- Sl^lification_des_6guatigns_guand_alle 



Reprsnons 1* Equation liant Is vecteur p au vecteur p 



Si 
Si 



5 ij 



est symStrlque, on a p. ■ S. .q 

est rapporte a ses axes principaux, (17) s'ecrit alors 



(17) 



p 1 = S 1 q 1 



P 2 - S 2 q 2 



P 3 = S 3 q 3 



(17 bis) 



Si q est dirigs selon l'un quelconque des 3 axes principauxj p est alors 
parallels a q. 

1. 5.- Grandeyr_en_yaleur_absolue_d^un 
Definition : 

Si on a une propriete tensorielle du type p. » S. ,q., 1'intensiteW S 
Sj^j dans une certains direction s'obtient en appliquant q 
dans cette direction et en mesurant ?// j q , P// etant la composante de p 
parallele a q". 
Exgressions_anal^tiguas 

Considerons l'exenple de la conductivity. 

1°) 9§E.r§BB9!?i.§y x .§ x §5_SriD9iB§y x : ax8S d8 reference sont les axes principaux 
de conductivity. 



Considerons uns direction 



1. » cos ! directeur 




c«s directeur - composantes du vecteur unitaire // direction. On applique E 
dans cette direction E - [l^E. ljE, l^E) . Soit d'apres(l7 bis^ 

J= Ca A 1« E. a 2 l 2 E. o 3 l 3 E) 

La composahte de a 1" est la somme des projectioas des conposantes de J 
sur E~ soit : 

L'intensite o ds la conductivity dans la direction 1^ est done : 



2 2 2 

o = 1 o + l o + l o 
1 1 2 2 ^3 3 



(18) 



+ I, 2 + I, 2 . 1 



"1 '2 ~3 
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2) P§r_rapgort_a des_axes_guelegngyes 



Soient 1^ les cos directeurs de E par rapport aux axes 



E. » El. 
1 1 



j . E _ ij E i -<- produit scalaire en notation tensorielle 



Dans la direction 1^, la conductivity est done 



(19) est 1' expression I generale 
(18) etant 1 cas particulier 



L' equation (19) est valable si le tenseur n'est pas symetrique . 



I. 6.- Pr2Erigtes_georetrigues_de_la_quadri 
1.6.1 .- !r9ngueur_du_rayon_yecteur 

Soit P un point quelconque de l'ellipsolde a^j Xj " 1 










\ 


op" 


h 




dir. 


h 


si 


OP 



x i * rl i 



Soit a. . x. x. 



r a. .1.1. - 1 



D'apres [19) o = -— 



1 



(20) 



Ce raisonnement s' applique a toutes les 
proprietes representees par un tenseur 
symetrique de rang 2 



1 



S « intensity de la propriety dans la 
direction 
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Sf™arque : si la quadrique x ^ » 1 est un hyperboloide ou un ellipsolde 
imaginaire, quand les longueurs des rayons vecteurs sont imaginaires, on considerera 
alors la quadrique : 

S. . x. x - - 1 

ij .1 j 

que le rayon vecteur coupe en un point reel et _on aura : a: I 



1 



1 



cas de 1* hyperboloide a 2 nappes : - 1 : est trans-forme en hyperboloide a 1 nappe 



- cas de 1 'hyperboloide a 1 nappe : - 1 =^2 nappes 



ellipsolde imaginaire : ■• 1 s=^ reel 



1 . 6 .2 . - Progriet§_dB_la_norMle_au_rayon_yecteur 



Prenons pour Ox^ les axes principaux de a^j . 



E ' t^E, 1 2 E, l 3 EJ 



j = to^E. a 2 l 2 E. a 3 l 3 E) 



Si P est un point de la surface representative du tenseur. 



2 2 2 

Vl + °2 X 2 + a 3 X 3 = 1 



- I rl 

tel que OP soit parallele a E : P rl 



« °i L . 




OP = r 



equation du plan tengent an P.-est : 



E" r Wl + * l 2 °2*2 + *h 0 3 X 3 = 1 



(generalisation de 1 'equation de la tongente 
a 1 ellipse) . Les edsc directeurs de la 
normale en P sont proportionnels ' a : 



1 i c r l 2 V W 
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En effat considerons un point 



PH . normale doit etre nul . 
soxt 



2 du plan tangent s le produit 
■3*0 



rl 2 a 2 Cx 2 



rl 2 ) + rl 3 ^[x 3 



a 



Le point M verifiant 1' equation du plan tangent en P, cette egalite est satis - 
faite : les cos direoteurs de la normals en P sont done bien prop 



1 1 



1 2°2' *3 0 3' '" a normale en p est Dar consequent parallele a j. 



Ge resultat est general : si | 
lorsque q est donne en menant d'abord parallelement a q un rayon vecteur OP 
de la quadrique representative et en menant ensuite la normale en P a la qua- 
drique. 

Remarque : si on a un point imaginaire, on considerera alors la quadriqile S^j 
x^Xj » - 1 ptint reel : [normale vers l'interieur) . 

I. 7.- Qiaggnalisation^d' un_tenseur._Determination_analytigue_des_axes_p 
dy_£§Q5§y,E' invariants d'un tenseur. 



S..q., on peut determiner la direction de p 



Nous avons dit au paragraphe 1.4. que l'equation de la quadrique re- 
1 CS, 



2 2 

S..) pouvait se simplifier en S„x_ + S„x„ 
ji 112 2 



preventative S. . x. x. ... 

2 ij i j ij 

S 3 x 3 » 1 par un changement d'axes. Aux points d ' intersection de la quadrique 

avec ses axes principaux, la normale a la quadrique est parallele au rayon vecteur. 

Considerons un point P quelconque de la quadrique : OP | x^. Nous avons vu (pro- 

priSte du rayon-normale) que le vecteur S^jXj est parallele a la normale en P. Pour 

les axes principaux le vecteur S^x^ est // a Xj : ceci s'Scrit : 



S. . x. 

ij i 



(21] 



A » C . [21) est un ensemble de 3 equations lineaires et homogenes des variables 



x. . Pour que la solution soit 


differente de 


x. - D. 


le determinant des coefficients 


F tX> doit etre nul i 












S 11- X 


S 12 


S 31 




F[X) = 


S 12 


s 22 -x 


S 23" 


- 0 (22) 




S 31 


S 23 


S 33" X 




ou F (X) E S ■ 


■ 4j 


- 0 




(23) 



Cette equation du 3eme degre en X est appelee equation seculaire . Les 3 racines 
X', X", X"' sont les 3 valeurs possibles de X qui permettent a l'equation (21) 
de posseder unz solution de 0. Chaque racine definit une direction pour 
laquelle le rayon vecteur de laquadrique est // a la normale t Cette direction tiit 
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Ees trois directions sont perpendioulaires 2 a 2 : considerons 2 d'entres elles 
definies par X' et X". Soient x'-i et x "j les 2 rayons vecteurs correspondantt 



s.j x> 3 - x- X', 



s. . x-j - X" X". 



X X', 



Multiplions la 1ere par x"^ et la 2eme par x'. et soustrayons 
On a S ij Cx 'j x "i " x "j X V " CX ' " X " 3 x 'i x "i 

Puisque " S^, le 1er membre est mil done x'jf'i * 0 

Le produit scalaire de xV et x" i est nul : les 2 vecteurs sont perpendioulaires. 
9i r §9£i9Q_des_axes_grincip.aux 

On resout 1* equation (22) par rapport a X . Avec une des valeurs de X on forme 
les 3 equations (21): x'^ = X' x' ± et on determine les UaWrS X'.,- x' 2> x' 3 

On recommence pour X" : x"^, x" 2 . x "3 - l - a 3 ^ me direction est perpendiculaire aux 
2 autres. 

Longueur_des_axes_grincigaux 

x'j » X' x^ multiplions les 2 membres par x^ 

S ij X 'j X i = X 'i X 'i * 1 X 'i 6tant un ravon vecteur. 
La longueur du rayon vecteur correspondent a X' est done : 



Les axes principaux ont pour longueur 



K K 



done 



s 2 - X" 



s 3 = x- 



(24) 



Les 3 racines de (22) sont egales aux 3 coefficients principaux , S 2> Sg. 
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gemargue : moyen mnemotechnique : si la quadrique est deja rapportee a ses axes 
principaux, 1' equation seculaire est alors : 



S 1 " X 
0 

0 



CS^- x) CS 2 - X) (S 3 - X) « 0 dont les racines sont evidemment . S 2> 



Invariants d'un tenseur 

(.'equation seculaire C 22 3 permettant de diagonaliser le tenseur s'ecrit 
si on la developpe 



-X 3 ♦ i 1 x 2 - i 2 x + i 3 = 0 



avec ^ - S.. - Sl1 ♦ S 22 ♦ S 33 



S 11 S 22 * S 22 S 33 + S 33 S H - S^ 2 - S^ 2 - S^ 2 



h - I S ij 



= determinant de la matrice des j • 



Cette equation doit conserver les memes racines si on change d'axes puisque 
les valeurs propres sont constantes (axes principaux du tenseur / leur lon- 
gueur etant egale aux racines). Par consequent 1^ . 1^ et I 3 sont les trois 



invariants d'un tenseur. 
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CHAPITRE II 



CARACTERISTIQUES DES MATERIAUX 



ESSAIS FONDAMENTAUX 



II-1. - Essai de traction 



L'essai de traction consiste a soumettre un echantillon a 
des contraintes longitudinales qui tendent a l'allonger ou meme a le casser. 
On trace ainsi un diagramme effort-deformation. 

Dans une machine de traction, les extremites de l'iprouvette 
sont solidaires de deux traverses rigides : l'une est fixe, 1 'autre est rendue 
mobile par un dispositif a vis ou hydraulique. Une vitesse de deplacement cons- 
tante est imposee a la traverse mobile et on mesure la charge a chaque instant 
grace a des capteurs electriques ou a des dispositifs mecaniquesou hydrauliques . 
Les variations de la charge F en fonction de 1' elongation AL = L - L q sont me- 
surees : on obtient ainsi une courbe de traction. 

L'essai de traction doit Stre realise dans des conditions precises, sur des eprou- 
vettes normal Is ees . On utilise tres souvent des eprouvettes cylindriques dont les 
extremites (tetesl de diametre superieur sont raccordees a la partie utile (corps) 
par des conges de grand rayon (fig. 1). 

-corps Vgfe 

f 




Figure 1 



La forme generale d'une courbe de traction est indiquee par la figure 2. 
Elle se compose de deux parties : 
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Figure 



_- zone 1 : zone elastique (zone OAB) 1b solids reprend son 
etat initial des que la charge est supprime'e. Dans ce cas la transformation est 
parfaitement reversible : la relation eff ort-def ormation est univoque. 
La courbe OB est constitute de deux parties : 

- une partie rectiligne OA (pour une charge ^ F^) 

- une partie legerement courbee AB (pour une charge FYF^F 3. La partie OA est 

A B 

dite zone d'elasticite lineaire et F. est la limite d'elasticite proportionnelle. 

n 

La partie AB est dite zone d' elasticity non lineaire et F„ est la limite d'elas- 

D 

ticite. 

Remarque : la signification de ces limites est toute relative car elle depend de 
la precision des mesures. 

- zone 2 : (zone BOE) zone plastlque : lorsqu'on supprime 
l'effort, l'eprouvette ne revient pas a son etat initial mais garde une deforma- 
tion permanente ou plastique. 

Si on fait croitre la charge jusqu'en C puis si on fait decroltre, on decrit la 
courbe CO", 00' representant 1 ' allongement permanent. La courbe CO' est pratique- 
ment parallele a la courbe OA. Si apres cette experience, on procede a une nou- 
velle charge on constate que la limite elastique du materiau est plus grande 
que precedemment (F^Fgl. C'est le phenomene d ' ecrouissage : la limite elastique 
a ete augmentee mais le materiau est plus fragile. 



© [M.BOIVIN G.FANTOZZI], [2000], INSA de Lyon, tous droits reserves. 



f 



31- 3 " 



Dans la zone BD, les allongeraenta sont repartis uniformement dans 1' eprouvette 
( plasticite rfepartie l alors que dans la zone DE. les allongements deviennent lo- 
calises : la deformation a lieu dans une region tres limitee de 1' eprouvette dont 
la section diminue rapidement : c'est le phenomene de striction ou plasticite 
localisee (fig. 3). 

La striction precede de peu la rupture qui 
a lieu dans la section la plus reduite en S 
pour une charge ultime F £ . 

En fait la rupture commence en 0 et la charge 
Fq est appelee charge de rupture ou charge 
maximum. 



Figure 3 




II. 2 - Essai de compression 

Dans 1' essai de compression peut apparaitre le phenomene de 
f lamb-age pour les eprouvettes longues (fig. 4). On dit qu'il y a flambage quand 
sous 1' action d'un effort axial une 

eprouvette flechit. Pour eviter le ^ 
phenomene de flambage, 11 faut que 
le rapport longueur sur diametre 
soit petit. En general, la longueur 
ne doit pas exceder 3 fois le dia- 
metre . 

Figure 4 

Mais dans ce cas le rSle des faces d'appui devient important : la dilatation 
des extremites de 1' eprouvette est genee par le frottement entre les extremites 
et les plateaux de compression (probleme de la liaison d' extremite) . Ainsi les 
extremites de 1' eprouvette de compression ont tendance a garder leur diametre 
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initial alors que la section centrale ae dilate donnant a l'eprouvette une forme 
de tonneau (fig. 5). 




II. 3 - Essai de torsion 



Ce type d'essai permet essentiellement de determiner les 
caracteristiques des materiaux aux grandes deformations. En effet, dans le cas de 
la torsion, il n'y a pas de modification de la forme de l'eprouvette et par conse- 
quent la striction n'existe pas. 

L' essai de torsion consiste en la mesure de la deformation angulaire a en fonc- 
tion du couple C applique aux extremites du cylindre [fig. 61. 
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Le diagramme de tors Jon a 1* allure indiquee par la figure 6. On reraarque les 
mimes domaines qu'en traction : 

- les deformations sont d'abord proportionnelles au couple : c'est le domaine 
Slastique. La longueur du cylindre L q est constante. 

- les deformations deviennent ensuite permanentes : c'est la zone plastique. 

La longueur augmente tres leggrement alors que le diametre de l'eprouvette subit 
une lggere diminution. 

II faut remarquer que tous les points dScrivent des arcs de cercle m§me dans le 
domaine plastique. Dans l'essai de torsion, la deformation n'est pas homogene : 
elle est nulle sur l'axe et maximale sur la surface. Pour avoir une deformation 
homogene, on utilise parfois un tube a paroi tres mince. Mais les difficultes 
pratiques d'usinage et les phenomenes de flambage rendent difficile ce genre 
d' essais . 

II. 4 - Notion de contrainte 

II.4.1. - Definition 

Un solide est en etat de contrainte quand il est sounds a 
1 'action des forces exterieures. 

Un element de volume a l'intgrieur d'un corps en etat de contrainte est soumls 
a deux categories de forces : 

1 - les forces de volume : dues a des champs de force (comme, par exemple, la 
pesanteur) qui s'exerce sur tous les elements de volume. Les forces de volume 
sont proportionnelles au volume de I'elSment. 

2 - les forces de surface : exercees sur la surface de 1 'element par le milieu 
qui l'entoure. Elles sont proportionnelles a la surface externe de l'element. 
La force par unite de surface est appelee "contrainte". 

Considerons un corps en equilibre soumis a 1' action de forces 

exterieures F . , F_ ... F. Sous 1' action de ces forces exterieures, des 

12 i 

forces interieures vont prendre naissance. Pour etudier la grandeur de ces forces 
en un point quelconque P, separons le corps en deux parties I et II par un plan 
quelconque ir passant par le point P. Considerons l'une des parties I. Cfig 7). 
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Figure 7 



Elle est en equilibre sous 1 'action des forces exterieures qui lui sont appliquees 
et des forces interieures reparties sur la section transversale (S) du corps par 
le plan n qui representent l'action de la partie II sur la partie I. On admet 
que ces forces interieures sont reparties d'une maniere continue sur la surface tS). 
Si on considere un element de surface dS appartenant a la section IS) et passant 
par le point P, les actions exercees par la partie II sur la partie I a travers 
dS ont pour resujtante dF. 

La limite de (^0. quand dS tend vers 0 donne la contrainte agissant sur la section 
dS 

(S) au point P. 



Une contrainte est une grandeur vectorielle. On a 1 'habitude de decomposer la 
contrainte en deux composantes [fig. 6) : 




contrainte au point P sur la facette dS 



dS — >0 



dont 1 ' orientation est definie par la nor- 
male na la facette tla normale est 



orientee vers l'exterieur de la partie 



isolee I) . 




T 



- PN =«r 



- PT = Z 



contrainte normale (o'>0 correspond a 
une tension, o"< 0 a une compression). 



composante tangentielle de la contrainte 
ou contrainte tarigehtielle ( ou de cisail- 



composante normale de la contrainte ou 



lement) ou cission. 



Figure B 
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L* equation aux dimensions d'une contrainte est 

Lf1T~ 2 M . -1-2 
=— = M L T 



L' unite de contrainte du systeme international est le Pascal (s|.mbole Pa] 



1/ Pa = 



1N_ 

, 2 
1m 



On utilise couramment comme unites : bar et hectobar : 



bar 


daN 

= — 
cm 


■ 10 5 


Pa 








1hbar 


daN 
2 

mm 


■ 10 7 


Pa 









On exprime encore les contraintes en kgf/mm 

' 2 
g = 9.81 m/s 



1 kgf/mm 2 = 9,81 10 S Pa 



soit sensiblement 



1 kgf/mm ~ 1 hbar 



II. 4. 2. - Equilibre - Reduction des forces exterieures 



Quand on realise une coupure dans un solide comme precedemment, 
la partie isolee reste en equilibre sous l'action d'une part des forces exterieures 
qui lui sont appliquees et d' autre part des actions de contact identiques aux actions 
de la partie enlevee. Le corps etant en equilibre, le systeme des forces appliquees 
a la partie isolee est done equivalent a zero. Ce systeme comprend : 

- d'une part le systeme des forces exterieures appliquees a la partie isolee 

- d' autre part le systeme des forces appliquees dans la surface de la coupure (soit 
le systeme des contraintes dans cette surface). 

Ces deux systemes de forces sont done opposees. Si on realise leur reduction en un 
point, leurs resultantes sont opposees et leurs moment resultants par rapport a ce 
point sont opposes. 
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Ainsi pour etudier lea contraintes dans une section d'un corps, on effectue la 
reduction du systeme des forces exterieures appliquees a. l'une des parties isolees 
par la section, cette reduction etant generalement effectuee au centre de gravity G 
de la section [fig. 9). 




/ 



Figure 9 

Si R est la resultante en G des forces exterieures appliquees a la partie CI), 
on appelle : 

- la composante normale a S : N : resultante normale ou de traction ou effort 
longitudinal 

- la composante tangentielle T : resultante tangentielle ou de cisaillement 
ou effort tranchant 

Si n est le moment resultant en G des forces exterieures appliquees a la partie [I), 
on appelle : 

- la composante normale : : moment de torsion 

- la composante tangentielle : M f : moment de flexion 

II. 4. 3. - Quelques exemples 



1/ Traction : Soit une piece travaillant en traction simple 
c'est-a-dire soumise a ses extremites A et B a deux forces oppos6es F et -F 
(fig 10). 

Considerons une facette S perpendiculaire a l'axe de traction z sepapant l'gprou- 
vette en deux parties (I) et (II). 
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Effectuons la reduction en G centre de gravite S des forces exterieures appliquees 
a la partie I. 

Ces forces se reduisent a -F : 

On aura N » -F : valeur algeBrique sur l'axe z de 1' effort applique sur la partie 
isolee I. 

T - 0 

«t = ° 
M f - 0 

L'equilibre de la partie I soumise a la force F et aux contraintes dans la section 
S implique que la resultante des contraintes soit egale a -N et que le moment 
resultant par rapport a G soit nul. 

Ces conditions sont verifiees par un systeme de contraintes normales (t = Q) et 
uni formes . 



adS * N " 0 



ajdS * N 
S 



N 



s s 





Figure 10 
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2/ Torajon d'un tube 



On dit qu'il y a torsion pure si la reduction des forces 
exterieures est telle que seul le moment de torsion n'est pas nul. C'est le cas 
des sections droites d'une piece cylindrique soumise aux extremites a deux couples 
opposes. On procede de la m§me maniere que pour la traction (fig. 11). 
Les forces exterieures appliquees a la partie I se reduisent a un couple -C : 
N = 0, T = 0, M - -C. M f = 0. 

L'equilibre de la partie I implique que le systeme des contraintes ait une resul- 
tante nulle et un moment resultant par rapport a G egal a -M^.. On fait les hypo- 
theses suivantes : 

1 -Dans la section S, les contraintes normale a sont nulles (il n'y a pas de de- 
placement axial de la section) et les contraintes radiales sont nulles aussi car 
la section reste de grandeur constante Cceci decoule de 1 'observation experimen- 
tale). Seules existent les contraintes T normales au rayon vecteur. 

2 - On peut admettre' dans le cas d'un tube mince que t = cte. 

2^ 




s 



Figure 11 




On a done 1 'equation d'equilibre 



/ 

S 

c 

s 



T rdS + M 



/ 



rdS + M = 0 



trS + ri 





C_ 


rS 


rS 



S = 2t?re 
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3 - Torsion d'une barre plejne 
n . — 




La contrainte n'est pas homogene : elle est 
nulle sur l'axe z et maximale pour r = R 
On peut admettre que : 
t - kr 

L ' equation d'equilibre est done : 




Jt rdS + M t = 0 

S 

k jr 2 dS + M t = D 



Figure 12 



2' 

r dS = I = moment d'inertie de la section par rapport a son axe au moment 
G 



d'inertie polaire de la section 
k = - 



t C 



soit 



_t r = £_ r 



II. 5. - Notion de deformation 



II. 5.1. 




Dilatation lineaire unitaire 



Considerons un essai de traction. Au cours 
de 1' essai, la longueur entre deux sections 
augmente : on definit la dilatation line- 
aire unitaire dans la direction longitudi- 
nale par le rapport (sans dimension) : 



L - L 



L' 



= Cte = £, 



L 



Dans la direction transversale : 



irD- irD„ 



D - B 



0 _AD_ 
D 
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Si on conaidere un carre de c6te unite dont le plan contient l'axe de traction, 

il se deforme de la maniere indiquee par la figure 14 ; 

, v 



A 



Figure 14 



On a e ■ — = At 
L 1 



e T = AD 



Remarques : 

1 - Quelle que soit F, dans le domaine elastique, on remarque que 

□-D 
o 



T 



Cte ■ - v 



L-L 



soit v = - v est le coefficient de Poisson 

Cv s( 0,3 pour l'acier) 

2 

2 - Le volume de 1 ' echantlllon est V ■ x L 

4 

La variation relative de volume est egale a — = + — 



co , t 2A0 AL , 

soit — = + — = - 2 V e. + e, 

VOL L L 

O 0 o 



soit 



^ - 11 - 2v) £ , 



si v = 0,5 : le corps est incompressible. 

Done le volume d'un acier en traction augmente dans le domaine elastique [fig 15). 
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Figure 15 



II. 5.2. 



GlissGment 




Figure 16 

% re 



Considerons le cas de la torsion d'un tube 
Cfig 16). Sous 1' action du couple de torsion, 
le displacement d'une section droite est uni- 
quement une rotation o< autour de son axe et 
proportionnelle a £a distance h la section 
d ' encastrement (section de reference). 
On appelle deformation relative en torsion 0^ 
la rotation par unite de longueur : 

0 . = . ctB 

L L ' 

o o 

Si on considere un parallelogramme unite, le 
glissement relatif ou glissement par unite de 
longueur du cylindre est 1 'angle de l'helice 
formee par les points d'une generatrice ini- 
tiale du cylindre. j-0 



(glissement ou distorsion) 







BP 


f 
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II. 6 - Oiagrammea fandarasntaux 



Traction 




A partir de la courbe conventionnelle (F, AL) 

obtenue comme indique au 5 II. 1, on peut 
tracer la courbe donnant la contrainte 
vraie en fonction de e, . 



Figure 17 



„ AL 



a ■ contrainte conventionnelle 



a = contrainte vraie = — 
S 



Le domaine elastique lineaire est caracterise par la pente de la droite E module 
d'elasticite longitudinale ou de Young. 



eE 



loi de Hooke pour une contrainte uniaxiale. 
Acier E ~ 21.000 hbar. 

Remarque : si o ££21 hbar, 1 'allongement unitaire e correspondant est egal a 
e e 



ge 
E 



10 



0.1% 



On definit cr^ la limite de proportionnalite 

a' la limite d'elasticite 
e 

Pour les metaux usuels, o do' 

e e 

Souvent, il est difficile de definir la limite elastique car elle n'apparait pas 
toujours comme un point particulier sur la courbe de traction Ccf . physique des 
materiaux). On definit alors une limite elastique conventionnelle a 0,2 % qui 
est la contrainte provoquant un allongement permanent de 0,2%. 
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Figure 18 




est la limite de proportionnalite au cisaillement 

T 1 est la limite d'elasticite au cisaillement 
e 



e 



En general pour les metaux t^Sjt' 
Le domaine elastique est caracterise par la pente de la droite qui est le module 
d'elasticite transversale ou de Coulomb G 

loi de Hooke pour une contrainte tangentielle 



G Y 



Acier : G C 6000 hbar 
Remarques : 

1/ Nous verrons par la suite que les 3 constantes elastiques E, G, v ne sont pas 
independantes . II existe en effet entre ces 3 constantes la relation 



2(1+v) 



2/ x et o sent aussi lifies par 1 'intermediaire des criteres de resistance, 
e e 

3/ Dans le domaine plastique, 11 existe une liaison entre les courbes fondamentales 
de traction et de torsion. En effet, on peut etablir une courbe generale d'ecrouls- 
sage. De plus, la loi de Hooke n'est plus valable dans le domaine plastique. Elle 
doit §tre remplacee par une loi plus genSrale tloi de comportement) . 
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CHAPITRE III 



TENSEUR DE CONTRAINTES 



III.1. Definition - Notations - Contrainte sur une facette quelconque 



Considerons a l'interieur d'un corps un parallelepipede infiniment 
petit autour d'un point P st d'arStes paralleles aux axes de coordonnees rectan- 
gulatres Ox^, Ox^, OXgtfig.1). 

Sur chaque face du parallelepipede, la ma- 
tiere exerce une force qui peut §tre decom- 
posee en 3 composantes. Si on considere une 
face perpendiculaire a l'axe Ox., on a les 




contrainte 



composantes de contrainte 

-a^ parallele a l'axe Ox 

normale ^ 

-a_. parallele a l'axe Ox- ] . . . 

21 r 2 contrainte de 

-Og^ parallele a l'axe 0x 3 ) cisaillement 



Figure 1 



On peut adopter la meme definition pour les faces perpendiculaires a l'axe Ox^ 
et a l'axe Ox^. On definit ainsi 9 composantes de la contrainte autour du point P 
que l'on peut designer d'une fagon generale par a ^ o^j etant la compos ante 
selon l'axe Oxj de la contrainte qui s 'exerce sur une face du parallelepipede 
perpendiculaire a l'axe OXj. 

represente la contrainte exercSe dans la direction +0x^ par la matidre qui 
se trouve du cSte *0x. sur la matiere aui se trouve du cSte -Ox.. 
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On adopts la convention de signs auivante : 
0 ii/* ° correspond a una tension 
o^^O compression 

a ^ represente les compos antes normales de la contrainte 

° fi l 1 5) represente les composantes de cisaillement (ou tangentielles ) 

Remarque : sur la face perpendiculaire a Ox^ mais orientee par l'opposee de 1, 

on a - a„„, - o_.. - 01. (action et reaction) 
11 21 31 

III. 1.1. Caractere tensoriel des a 



Nous allons maintenant montrer que les composantes des contraintes 
o^j forment un tenseur de rang 2. On a.-vu qu'un ensemble de grandeurs T\j liant 
deux vecteurs p i et q^ par une equation de la forme : 

Pl-^ T u"j- T lj«'j m 

j 

obeissent h une loi de transformation tensorielle et forment done un tenseur de 
rang deux. 

II faut done montrer que lient bien 2 vecteurs par une equation de ce type. 
Considerons un solide en equilibre soumis a des contraintes. 
Soit a I'interieur d'un tel solide un tetraedre elementaire RABC Unfiniment 
petit) et studions son equilibre (fig. 2). 




Figure 2 
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L' orientation de la face ABC du tetraedre eat definje par sa normale n (vecteur 
unitaire dirige de l'intexieur vera l'ext6rieur) dont lea cosinus directeura aont 



n 



Sur la facette ABC a'exerce une force egale a J n x S CABC) [force exercee par la 
matiere aituee du cfite ^0 sur la matiere aituee du c6t§ '.^OKLea forcea qui 
a'exercent aur lea 3 autrea facea aont representees par lea composantes des con- 
traintes or^ : lea forces de volume (poids, inertie) du 3eme ordre peuvent'etre 
negligees par rapport aux forces de surface pr^cedentes qui aont du 2eme ordre. 
Le tetraedre etant en equilibre, il doit etre soumia a un ensemble de forces equi- 
valent a zero : la r esultante £F et le moment resultant doivent etre nuls . 
# £f = 0 

Suivant 1'axePx^, cette equation s'ecrit : 

= BPC + a 12 APC * o 13 APB 

Aire CBPC) = Aire CABC) x n„ 

1 

Aire CAPO = Aire CABC) x n 2 
Aire CAPS) = Aire (ABC) x n„ 



Soit Xl = * a 12 n 2 ♦ c 13 n 3 

de meme pour lea axes 0x 2 et 0x 3 ; soit 

X 2 = CT 2l n l + °22 n 2 + a 23 n 3 
X 3 = °31 n 1 + a 32 n 2 + a 33 n 3 



soit en notation indioielle 



x i = £ a ±j n j 
j=i 



CT ij n j 



C2) 



1 a 3 



Les o^j lient done les vecteura ^ et nj aelon une relation 
lin^aire identique a l'equation CD. lis forment done un tenaeur du aeoond ordre. 
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La relation C2) perjriet done de calculer lea contraintes pour une facette d' orien- 
tation quelconque a partir dea coropoaantea <f^ . La connaisaance du tenaeur dea 
contraintea 0-^ auffit done pour determiner completement l'etat de contrainte 
autour du point P. 

Remarque : Preaentation matricielle de 1' equation (2) : 



In 



1 



□n a done 





' a 11 


a 12 


a 13 




a 21 


a 22 


°23 


H 


W 


a 32 


0 33 

- 


» 0 


tfig. 


33. 





*3 A 




PA, 



Gg« 



V s 



! 2 /3 



V 3 



fl 



°11 


i 2 


°12 




C 13 


°21 


°22 


& 


"23 


°31 




a 32 




°33 



Figure 3 

Soit G le centre de gravite de ABC et g^ , g^, g^ sea projections aur lea facea 
PBC, PAC et PAB respectivement. L'equation du moment par rapport a G s'ecrit 
(dans le cas ou 11 n'existe pas de champ de moments ) : 

" Gg, ] A^taire PBC) - Gg^A^ Caire PAC) - Gg^ (aire PAB) = 0 



soit S,O i4 (Gg lA f 1 ] + Sn 2 tGg 2 Aj 2 ) + Sn 3 (Gg^j^) = 0 
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Suiwant l'axe PtC^otla : 

Gg 1 A ^1^° ; % A «*2^7 "32/^3 Af 3 ^ " 7 °23 

*2 2 3 
soit Sn 2 — ,^ 32 - Sn 3 - ^ = 0 

^2 ^3 1 

or Sn — = Sn„ — = V » volume du tetraedre (■=• base x hauteur) 

2 3 3 3 3 



d'ou 



C 23 = °32 



De meme suivant les 2 autres axes 



°31 


= °13 
= 0 21 









C3) 



II y a reciprocity des contraintes tangentielles . Les forment done un 

tenseur symetrique . 

Remarque i : 1/ Cette propriete decoule du fait qu'on suppose qu'il n'existe pas 
de champ de moment (par exemple une action magnfitique). Dans le cas contraire, 
le tenseur des contraintes n'est plus symetrique. 

2/ Interpretation physique Cfig. 4) 




*> 7C 



Figure 4 
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Exerclce • Relation de Conchy 

Montrer que si 1'on considere deux facettes passant par le 

meme point de vecteurs contraintes et de normales respectives <h ,n et p n', 

on a * ,n' « e ,.n 
In 'n' 

III. 1.2. Caloul des contraintes nomnales et tangentielles 



Contrainte normale <J~ 
nn 




°nn = fn' n = X 1 D 1 * X 2 n 2 + X 3 n 3 = Vi 



a = c.n.n. 
nn ij 1 j 



11 1 12 2 1 13 1 3 



2 2 3 

1 ~ cr^, - n . + c__n„ + o„-n„ + 2 o._n.n_ + 2c_.n„n„ + 2 c .^n. 
nn 11 1 22 2 33 3 12 1 2 23 2 3 13 1 3 



C4) 



Presentation matricielle 



C4') 



C'est la forme quadratique associee a la matrice symStrique £oJ et developpge par 
rapport au vecteur n. 

Contrainte tangentielle : contrainte tangentielle quelcqnque obtenue par 

projection sur une direction fc du plan dS. 
->-*-» 

n, t, t', fomnent un triedre trirectangle. 




t 2 t et t' sont perpendiculaires a n 



r nt " fn' r = Vl + X 2 t 2 + X 3 t 3 " X i t i " Wl 



Figure 5 
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1 



-DX - 7 - 



T nt = Ca 1l n i + a 12 P 2 + a 13*V *1 + 

T nt = + a 22 n 2 t 2 + °33 n 3 t 3 + + "iV + •°23 Cn 3 t 2 + n 2 V 

+ "iS^S + "3*1 5 
Presentation matricielle 

C'est la forme polaire associee a la matrice symetrique £0! et developpee par 
rapport aux vecteurs n et t. 

Remarque : la contrainte de cisaillement totale est t 




III. 2. - Repartition des contraintes autour d'un point 



III. 2.1. - Quadrique de Cauchy . Elements principaux en P 




Figure B 
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Le lieu geometrique de l'extremite du vecteur PQ est donne par : 

2 + . 

r <r = - 1 
nn 

S °" a i1 X 1 2+ <J 22 X 2 2+ a 33 X 3 2+ 2<T 12 X 1 X 2 + 2ff 23 X 2 X 3 + 2<T 13 X 1 X 3 = + - 1 

Le signe + oorrespondant au cas oQ est positif 
Le signe " " negatif . 

C'est 1' equation generale d'une quadrique rapportee a un systeme d'axes dont 
1 'origins est en son centre. Cette quadrique est soit un ellipsolde soit un hyper- 
bololde (se reporter au 5 1.4). La quadrique de CBgChy n'est autre que la quadrique 
representative du tenseur des contraintes ou quadrique des contraintes , dont l'e- 
quation en notation indicielle est : 

a . .x.x. = ♦ 1 C7) 

Rapportee a leurs axes principaux Ccf. i 1.4.1) f 1'equation de la quadrique 
s'ecrit : 

V-l 2 + °2 X 2 2 + °3 X 3 2 = - + 1 
1 11 

Les demi-axes ont pour longueur , , — — , ° 1 » 0 9 e t °_ pouvant etre ) 0 ou 

<o. KV^ \fe 123 

Oy or^ et CT 3 sont les contraintes principales et les axes principaux sont les 
directions principales des contraintes. 

Les axes principaux de la quadrique sont des directions privilegiees : ce sont 
les normales a des elements qui sont sounds uniquement a une contrainte normale. 
La recherche des directions et de$ contraintes principales revient a trouver les 
directions telles que (cf. 5 1.7). 




soit en ecriture tensorielle : 

a..n. = Xn. 16) ou Co.. -1 J..) n. ■ 0 
ij J l iJ U j 

£c» V\i = n. i. . = symbole de Kranecker (cf. 5 1.2.1) 

a ij i 1 sii = j 

0 si i i j 
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En ecriture matricielle : 

(JVJ - x[l]> fn] 

£l^J = matrice units = 



(8) 



10 0 
0 10 
0 0 1 



On reconnait la recherche des vecteurs et valeurs propres d'un tenseur. 
Pour qu'il y ait une solutioriVil faut que le determinant de 
( [ctJ - X £lj ) soit nul (ou le determinant de ( -X6„). En 
developpant, on obtient une Equation du 3eme degre en X ( equation s§- 
culaire ) dont les 3 racines X^,X^ S X^ sont toujours rgelles car a^. 

est symetrique : on a CT i = CT 2 = X 2' °3 = *3" 

Les trois directions propres correspondantes forment un triSdre 

trirectangle qui sont les directions principales des contraintes. 



Leur determination se fait en resolvant le systSme (8) pour chaque 
racine de X : 



(a 



11 



-X) n 1 + o 12 n 2 ::+ a^n^ = 0 
-X)n 2 + <J 1 3 n 3 = 0 



°12 n l + (a 22 



a 13 n l + °23 n 2 + ( a 33 " x)n 3 : 



2 2 2 

avec n^ + n^ + n^ 



Le tenseur des contraintes ramene a ses axes principaux s'ecrit : 

G"l 0 o' 



0 



0 



0 0 03 . 



Remarque s : 1/ La propriety du rayon normal de la quadrique (§ 1.6.2 
et fig. 6) permet de determiner la direction de la force resultante 
^ n dS appliquee a I'aire dS. 

•a 
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On mene parallelement a rf^ le rayon vecteur de la quadrique de 
longueur r, il coupe en Q la surface de la quadrique. La direction 
de S~ est donn£e par la normale en Q 5 la quadrique. Evidemment, 
si Q est sur l'un des 3 axes pnncipaux, 6 est parallele a n : il 
n'y a pas de composante de cisaillement . 

2/ Si le tenseur des contraintes esfc ramene 5. 
ses axes principaux s les contraintes normales et tangentielles de- 
viennent : 

(9) 



l nt 



tr 1 n 1 t 1 + <J 2 n 2 t 2 + a^t^ 



n^, n^, Tij etant les cosinus directeurs de la normale par rapport 
aux axes principaux et t^, t 2 , t^ celles de la tangente t. 

3/ Cas particuliers 

- = c,, * : la quadrique des contraintes est de revolution autour 
de l'axe <5~y Dans le plan a 2 , la section de la quadrique est un 
cercle : toutes les directions de ce plan sont principales. 

- Oj = 0^ =0^ la quadrique est une sphere. Toutes les directions 
sont principales. Un tel point est dit point singulier. 



III. 2. 2. - Les invariants de o.. (cf. § 1.7) 




On a vu que la recherche des directions princi- 



pales conduit a la solution de (a^ 
II n'y a des solutions que si jo.. 



soit 



A- 



°11 " X a 12 



X6..)x. = 0 
X6..j =0 
°13 



'12 



'13 



a 22~ X CT 23 



'23 



°33" X 
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ur -11 - 



ou -X 3 + I 1 X 2 - I 2 X + I = 0 



Developpons A : 
A = (a. 



r ll ~ X) [ (a 
+ a 13 [ 



-x)Y- 



23 



j - a 12 



a 12 (a 33 -X) 



a 13 a 23 



°12 CT 23 ~ a 13 



(a 22 -X ) 



I = a ±i = ff 11 + o 22 + = trace du tenseur a ^ 



I„ est invariant line aire 
1 



1 2 
I- = - ( a 44 a.. - a.,,. ) = a 

d 2 



a ll °22 " a 12 



li JO 
2 
2 



2 2 2 
+ <J-,,a 41 -(a. 0 +a-, +a 5 , ) 



a 22 a 33 " °23 



'33 "11 "13 



ij - 41 "22 "22 °33 "33^11 v "l2 ^13 ™23 
= mineur relatif S o 



'33 
r ll 



'22 



mineurs relatifs 
aux termes diagonaux 



I 2 est 1' invariant quadratique 



ij 



determinant de la matrice des o 



ij 
2 



°11 a 22 a 33 +2 ^2 °13 °23 " a ll °23' " a 22 a \~b " a 33°12 2 



1^ est 1' invariant cubique 



Nous rappelons (of; § 1.7) que T^ t I 2 et I sont des invariants car 

si on part d'un autre systeme d'axes, le tenseur des contraintes est 

a'., et l'equation seculaire s'ecrira : 
i J 

- X 3 + I'^X 2 - i' 2 x + I' = o 



© [M.BOIVIN G.FANTOZZI], [2000], INSA de Lyon, tous droits reserves. 



- 12 - 



done les memes racines de 1' equation seculaire (seuls les cosinus 
directeurs des directions principales sont differents ) ; ceci im- 
plique done que 1^ = I'^j ^ 2 = ^'2 e * *3 = "'"'3' 



Par rapport aux axes principaux 



a l c 2 + a 2°3 + CT 3 a l 
°1 °2 °3 



III. 2. 3. - Ellipsolde de Lame (fig. 7) 





Considerons l'extremite F du vecteur contrainte sur un element ds 
defim par sa normale positive n. Prenons pour axes de coordonnees 
les axes principaux 0^,0,,, o-j- 
Le point F a pour coordonnees : 



x l = 


a 1 n 1 


x 2 = 


a 2 n 2 


X 3 : 


= a 3 n 3 
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Le lieu geometrique de F lorsque ds decrit tout l'espace autour du 
point P est : 

■y2 - y 2 .y 3 

2 2 2 ■ 1 ' 2 1 

n. + n 0 + n, = 1 soit + + —2- = 1 

123 ^2 a 2 2 a 3 2 

C'est un ellipsoide rapporte a ses axes principaux, dont les demi- 
axes sont Ja^J, j a 2 j et j a^j . 

C'est l'ellipsolde de la propriete definie au § 1.9. 

III. 2. k. - Recherche des elements principaux quand 
on connait a priori une direction principale a. 
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Calculons j> n pour une faeette parallele a l'axe cr ^ et dont la nor- 



male n a pour coordonnees 



cos 6 
sin 6 
0 



X . = a. . n . 
1 1J 3 



°11 °12 ° 

°12 °22 ° 
0 0 o, 



cos 8 
sin 6 
0 



cose +0 12 s i ne 



a 12 cos6+ a 22 sine 



Ca contrainte normale a est egale a (relation III. 4) 

°nn = a ll n l 2 + a 22 n 2 2 + 2o 12 n l n 2 

2.2 
= a^cos 6 + o^sin 6+2 o^cosS sine 

__ a +a a..-0-p 

«n n = — — ^— + — — — — cos 26 +a.„sin 2e 
2 2 ld 

2 l+cos26 



l-cos28 



La contrainte tangentielle suivant t 



sin 6 
cos e 
0 



t etant dans le plan x^, x 2 , est egale a (relation III. 5) 



nt 



nt 



2 2 

a 11 sine cose + a^sine cose + o i5 (-sin e + cos 6) 



'11- 
a 22- a ll 



sin 28 + a 12 cos 2e 



12 
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- 2 - Methode algebrique 



n est direction principale si = 0 c'est-5-dire pour 6 = 



soit 



tg 2f 



2 a 



12 



a ll- a 22 



(10) 



2jP a » pres 

a — pres 
' 2 



2 



sin 2' 



°ll +g 22 + °11~°22 w c 

— - — + — ; cos2 r + 12 

a ll* a 22 + a ll" a 22 cos2jJ - a 12 sin 2y> 



or 



'12 



t K 2tf ( °ir g 22 } 
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On adopte la convention ; ay ^ ay/ algebriquement 



o\p - cp^>0 ^ 0 c'est-a-dire que 



cos^f 

cos2](! doit etre du signe de a.^ - a^ 2 
Eliminons ^ entre tg2^ et ap (ou of') : 



1 2 (a ll _0 22 )2+4a 12 2 
i - 1 + tg^2V = — — ^ 



cos 2 2p 



cos 2k 



-°22 )2 



CT 11 - °22 



on prend le signe + pour avoir <?p y> c«p/ (cos2)J est alors du signe 



d'ou 



de o lt - o 22 ) 



a ll +a 22 



a 22 ) 2 + 4 a 12 2 



(12) 



D'ou le tenseur ramene a ses axes principaux ^ j^P' j (Tj 

vTsji o o 
o cr^ o 
o o or 



Exercice : Retrouver les valeurs de (j^ et<$s^' 5 partir de la recherche 
des valeurs propres de la matrice jjy^ . 

- 3 - Methode graphique. Construction du cercle de Mohr 
(cf. § 1.8) 
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On a 

CT 11 22 a ll" CT 22 
a = — — ^ + — — — cos 26 + a._sin26 
nn 2 2 12 

a ll"°22 

x nt = — — sin 26 + a 12 cos 26 

nn 2 2 

C'est l'equation parametrique d'un cercle, lieu de 1 'extremite m 
de i dans les axes mobiles n et t. 

_ ag_+2e»v2 2 _ , gv>-gy' ,2 
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Le centre I du cercle est sur Pn au point ^V*?? e t son rayon e 



st 



ggai a op -o V (fig. 11 ) 




2 



a nn £ PI + R cos2* 



l nt 



R sin 2ip 



Figure 11 

Remarque 1 : L'axe Y est parallele a A^r/'m d'ou la construction 
de Mohr (fig. 12) 




PH 



PT 



nn 



nt 



Figure 12 

Remarque 2 : Quand n tourne d'un angle i|> par rapport a l'axe ^, 
on tourne d'un angle 2i)/ en sens inverse . 

- Les contraintes normales o sont comprises entre 

nn 

°^ a nn^ <* 

- Cissions particulieres : cission maximale pour 



+ 45 c 



- cry- qy ' 



max 
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cission pure seulement si et op ' sont de signe 
contraire . 

points particuliers : 
m' represente une facette 
sym§trique par rapport a 
l'axe ^ 

m" une facette perpendiculaire 5 celle representee 
par m. 




Remarque 3 : lieu de m dans les axes f et y> ' 

- — — . — v 1 



x. 




a<f> cosi); 
opi simf) 



X = of cosij) 
Y = tap' sint 

est 1' Equation param§trique d'une 
ellipse (fig. 13) qui est l'ellipse 
de Lame" (cf. § III. 2. 3) 



> I 2 



Figure 13 
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-» 

Si cr*^ = Cc^ , J l* ellipse devient un cercle et en chaque point 6 n 
est parallele a n'et a~ nn = o~ 



f 



Probleme 2 




Figure 14 

- On prend t a +T1/2 de n (sens p0 etant donne par 1, 2) 

- On place m 1 puis m^tou I) d'ou le cercle de Mohr 

- On releve fkf = et PA^' = <r-p 

- L' angle ^ est 1' angle entre l'axe et 1. Si la construction 
est faite sur n// a l'axe 1, Af* est parallele a l'axe ^ • 

Remarque : La methode algebrique donne ^ &l° rs Q ue la methode 
graphique donne 1A)^ avec *f = - 
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III. 2. 5. - Tricercle de Mohr 



- 1 - Position du probTeme : c'est une representation plane du fais- 
ceau des contraintes fondamentales . On cherche 5 representer l'etat 
de contrainte sur un element de surface ds entourant le point P : 
cherchons le lieu de m dans les axes mobiles n, t, t etant dans le plan 



contenant 5 la fois n et 



Solent X„ 



et a. 



Pn — 1' "2 : 
les contraintes principales avec la convention d'Scri- 



les axes principaux 



ture : 0 ft" * (fig- 15) 

























K^Li— J m 




JA3 p 





Figure 15 



Lorsque la facette 



// 



a l'axe X^ tourne autour de X^, le point m 

II en est 



se trouve sur le cercle de centre I et de diametre A 1 A 2 
de meme pour les axes et X 2> 
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Pour une facette quelconque (non parallSle §. l'un des axes prinoipaux) , 

on va montrer que le point m representatif se situe obligatoirement 

dans la zone hacfiuree du diagramme (<f . "C ) Fig. 16 

nn n^ 




^ h 



Figure 16 



- 2 - Mise en equation (fig 17) 




Figure 17 



°1 0 

0 a 2 
0 0 



0 

0 

J 3 . 



Appliquons la relation III. 9 

X2 2 2 2 

1 On a a = cr.n,, + a„ n_ +a_.n, 
nn 1 1 2 2 3 3 



2 2 2 2 2 

nn nt 1 2 3 



2 2 2 2 
d'apres la relation III. 2 = n^ n^ 

, 2 2 
+ff 3 n 3 



2,2 22 22 22 

T nn +T nt = a l n l + CT 2 n 2 +CT 3 "3 

2 J 2 2 

nn 1 1 2 2 3 3 

. 2 2 2 

= n l 2 + n 3 



(13) 
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II est possible d'attactier a toute facette de normale n un point m 

(cr ,t .) dans le plan (cr ,t ). Inversement recherchons a quelle 
nn TiTi nn nt 

condition un point m (ff , T nt^ du P lan corres P on( J a une facette de 
normale r? (n^ ,n 2 3 n^) . Cette condition se ramene simplement a r§dou- 
dre le systeme d'equations (13). 



2 2 3 

Resolvons le systeme par rapport a n^ s n 2 > n 3 



„ 2 „ 2 
a l c 2 



J 2 
1 



C l " a 2 



„ 2 „ 2 
a 2 - a 3 



J 2 "3 
0 



a 2 ) (o 2 



°3 ) 



°1 +a 2 a 2 +0 3 



1 
0 



1 
0 



(° 1 -(? 2 ) (a 2 ""j) +a 2 " a 2 " a 3' ) 



(a 1 -a 2 ) (a 2 -a^) (o 1 -a^) 



nl 



2 -7- 2 

nn nt 



2 2 
a 2 o 3 



=(a 2 -a 3 ) 



'nn + nt 
nn 

1 



a a o 2 
2 3 3 



(a 2 ~ a 3 ) (%n 2 + T nt 2 +( V a 3 )o 3 -°nn (o 2 +0 3 ) " °3 



0 I 
2l 



1 



soit n. 



An i 2 . 0 nn 2 + T nt 2 -°nn (g 3 +V + °2 °3 
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et par permutation circulaire 

2 



a + 
nn 



^nt " a nn (<r 3 * a l )+<r 3 g l 



%n 2 +T nt 2 - g nn (ff l + °2 ) +g l g 2 
(a 3 -tr 1 ) (cj 3 -ct 2 ) 



3 - Discussion 



Ces trois valeurs representent les cosinus directeurs 

(par rapport aux axes prineipaux) de la normale aux facettes pour 

lesquelles a et t , ont les valeurs choisies. Mais ces deux valeurs 

nn nt 2 2 2 

ne sont pas quelconques car n^ , n 2 et n^ sont positifs. 

II faut done que 

2 . 2 f \ 

7 2°3^ U 
V 2 £° 



f 


2 

nn 


+ 


2 

T nt ■ 


■ 0 nn (a 2 +a 3 ) 


1 


2 

a nn 


+ 


2 

T nt * 


' ff nn (o l +c 2 ) 




2 

a nn 


+ 


2 

T nt ■ 


' a rm ia l* a 2 ) 



Ces conditions signifient que le point representatif 
doit se trouver dans la partie hachuree du diagramme de la fig. 18 . 
En effet : 

- la lere condition exprime que m est It 1'exterieur du cercle centre 

en I. et de rayon °2 CT 3 . 
1 2 

- la 2eme condition est verifiee 1 I'interieur du cercle centre en 

I et de rayon CT l~ a 3 
* 2 

- la 3eme condition est verifiee S 1'exterieur du cercle centre en 

I et de rayon g l~ g 2 
5 5 
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A t,T Kt 




Figure 18 

Remarque g 

On voit sur la figure 18 que : 

- les contraintes normales sont comprises entre et 

- 1' addition d'un etat de contrainte spherique (oOO, 0 o 0, 00a) 
se traduit simplement par une translation d' ensemble du diagramme 

de Mohr de a suivant l'axe des a 

nn 

- lorsque deux contraintes principales sont egales s un des cercles 
se reduit 3 un point et les autres cercles sont confondus, le point 
m se trouvant necessairement dessus. 

- lorsque les trois contraintes principales sont egales, les 3 cer- 
cles se reduisent a un point et le point m est confondu avec ce 
point 

- lorsque le point m est situe sur un des cercles^ n 1( n 2 ou n^ est 
egal a 0 et la facette correspondante contient une direction prin- 
cipale. Dans ce cas, on peut utiliser les resultats obtenus au 

§ III. 2. it. 
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H - Cisaillements prineipaux (fig. 18) 



Pour des facettes passant par l'axe x^ 3 la cission 



maximale est egale a (point m^) 
a 2~ a 3 

T — <■ 



{ 



Pour l'axe x 2 , point m 2 

: contrainte tangentielle maximale (15) 



2 



Pour l'axe x^, point m^ 



\ T 3 



Les cosinus directeurs correspondant 5 chacune de oes cissions maxi- 
males peuvent etre calcules a partir des relations (III.14) 
0 Pour t 2 : n^ = + \j — Pour t. 



Pour : n 1 



n 2 = ± 



3 : n 3 



ft 

n 2 = 0 



Ce sont des facettes passant respectivement par les axes x^, x 2 , x^ 
et bissectrices de 1' angle que font les deux autres axes principaux. 
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III. 2. 6 Tenseur deviateur 



Le tenseur des contraintes definit entierement l'etat 
des contraintes autour d'un point 



C ij 



a ll a 12 CT 13 I 



'12 



a 22 CT 23 



CT 12 a 23 a 33 



Le tenseur a., peut etre decompose, d'apres les pro 
prietes ggnerales des tenseurs, en la somme de deux tenseursa^j 
et avec 

0 °\ ----- - traceW 1 ! 



(16) 



m 

0 a. 



V 



- g H*°22* CT 33 



— (*) 
3 



qui reprgsente un Stat de contrainte tr§s particulier : Stat de 
contrainte sphgrique (ellipsoide de Lamg est une sphere) ou hydro- 
statique correspondant uniquement a un changement de volume. 



' 2g ir°22" a 23 



(16) et a 



A 

ij 



\ 



'12 



'13 



°12 

2q 22"°ir a 33 



J 23 



'13 



'23 



\ 



qui correspond au contraire a un etat de contrainte sans dilatation 
volumique mais avec distorsion (ou cisaillement) : a^-. . est appele 
tenseur deviateur. Sa trace est nulle 



3ta m est souvent appele "contrainte moyenne": c'est en fait la moyenne 
des contraintes principales. 
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Les invariants, du deviateur sont les suivants 
J. = 0 
J 



Si on choisit comme axes de coordonnSes les axes principaux, les 




III. 2. 7 • - Contraintes octaedriques 



Les ruptures ont tendance S se produire suivant des plans egalement 
inclines sur les 3 aces principaux (la normale est la trissectrice 
du triedre) (fig. 19) 




Figure 19 
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soit 
2 



W q 3 . J l 



nn 



oct m 



2~ 2 2 ^ ~ 7 72 
a l i a 2 +<T 3 (o 1 +ti 2 +aj; 



-(2a 1 2 + 2ct 2 2 + 2a 3 2 - 2a 1 o 2 -2a 2 a 3 -2a 3 <J 1 ) 



(17) 



T oct ~ T nt 



2 _ 1 
9 



(a r a m )2 + (a 2 " a m )2+ ( °3 "% )2 



0 



T oct 2 = ^ (21 2 - 61,) 
9 1 



On remarque que o oct et t t s'expriment uniquement 
en fonction des invariants du tenseur des oontraintes. Ces valeurs 
sont les memes pour les huit plans identiques a ABC entourant le 
point P et formant un octaedre. C'est pour cette raison qu'on les 
appelle contraintes octaSdriques . 

On peut exprimer t Qct en fonction des u^. rapportes a des 
axes quelconques (cf. § III. 2. 2). 

2 

T oct = I 2 "ii 2+2 ^2 2+2a 33 2+4a ll a 22 +4a 22 a 33 +4a 33 a ll 



5a ll a 22- 6CT 22 CT 33" 6a 33 a ll +6a 13 ^^2^*12 



\ 0 



11 -(T 22 ) 2 + (a 22 -crj 3 ) 2 +(cT 33 -a 11 ) 2 + 6(a 12 2 + a 23 2 + a 13 2 ) 



J 



On peut remarquer aussi que 



T oct 
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III. 3 - Equations d'equilibre 



Les composantes du tenseur des contraintes dans un 
corps en equilibre sous 1' action de forces de surface et de forces 
de volume doivent verifier les equations d'equilibre indefini et 
les equations d'equilibre a la surface. 

Considerons un parallelepipede elementaire situe a l'interieur 
d'un corps soumis a des contraintes (fig. 20). 




">*1 



Figure 20 



Ecrivons que le parallelepipede est en §qui3ibre : on ecrit d'abord 
que la somme des moments des forces par rapport a chacun des axes 
est nulle (mouvement de rotation) et on retrouve le fait qu'en 
1' absence de champ de moments c. est un tenseur symetrique. 
On ecrit ensuite que la resultante des forces appliquees au pdV"fll*£jn- 



de est nulle. Considerons la projection de cette rSsultante sur 
l'axe Ox^. 

Les forces suivant Ox^ qui s'exercent sur les 2 faces perpendicu- 
laires a Ox^ sont : 



- a H dx 2 dx 3 + 



'11 



dx^) dx 2 dx^ = 



11 



* x l 



dx 1 dx 2 dx^ 
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Sur les deux faces perpendiculaires a. Ox 2 
3al2 



3x„ 



dx 1 dx 2 dx ? 



Sur les deux faces perpendiculaires a Ox. 



3al3 
3x, 



dx^ dx 2 dx^ 



S'il existe un champ de force F y , l'equation du mouvement s'Scrit 



3all + 3al2 + 3al3 + 



3x„ 



3x 2 3x^ 



F vl = p 



2 

d xl 
dt 2 



p = masse volumique 



Suivant les deux autres axes, on obtient des iquations identiques. 
Ainsi, l'equation du mouvement de translation prend la forme : 



. . . d 2 x . 

^ + F vi = P ~h 
3x. V1 dt 

J 



(18) 



si P y est la pesanteur : = pg^ 



2 

... d x. 

8ol 3 + -~ -- 1 

3xj 



Pgi =P 



dt 



(19) 
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C'est 1 'equation f oridameritaTe qui relie les variations spatiales 
des contraintes dans un corps aux accelerations des elements de 
volume. Elle constitue comme nous le verrons ulterieurement , le 
point de depart de 1' etude des oscillations elastiques dans les 
solides . 

Dans le cas ou le corps est en equilibre statique , les equations 
(19) prennent la forme : 



+ F . 

. vi 

o -- 



0 



(18') 



3olj 
l>xj 



= 0 



(19') 



Ce sont les equations d' equilibre, tres utilisees dans la-theorie 
de l'elasticite. 

Ces equations peuvent aussi s'ecrire : 



diva . 



+ F . = 0 
vi 



(18") 



Conditions aux limites : 

ConsidSrons un point P^situS sur la surface du corps (fig. 21) tX" 



Figure 21 



Supposons qu'au point P soit appliquee une force de contact |> g 
dont les composantes par unite de surface sont egales S : 

X sl s X s2' X s3 

Les contraintes internes doivent en ce point equilibrer les efforts 
exterieurs soit en appliquant la relation (III. 2) : 




a ll n l + °12 n 2 + 



ou plus generalement 



a 13 n 3 



= X 



si 



a . .n. 



(20) 



La condition (20) doit etre verifiee sur toute la surface. Si au 
point considere ne s 'applique aucune force (la surface est dite 



libre), on aura alors 



a, .n. 



= 0. 
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III. 4 - Formes particulieres prises par le tenseur des oontraintes 



(rapporte a ses axes principaux) 
1° / Contrainte uniaxiale _ 



a 


0 


0 


0 


0 


0 


0 


0 


0 



C'est le cas d'une tige verticale infiniment longue portant un 
poids a son extremite. 

2°/ Contrainte biaxiale 



a l 


0 


0 


0 


a 2 


0 


0 


0 


0 



Nous retrouverons un tel tenseur dans le cas d'une plaque mince. 

3°/ Contrainte triaxiale 

C'est l'itat de contrainte le plus general, pre- 
sentant trois contraintes principales i 0. 

a l 

0 

0 

4°/ Pression hydrostatique 

-P 
0 
0 



"2 " 
0 a 



0 


0 


p 


0 


0 


-p 



1 -ps • • 
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5°/ Contrainte de cisaillement pur 

C'est un cas particulier de contrainte biaxiale. 
Dans une tige longue soumise a line torsion pure se produit une 
distribution non uniforme de contraintes de cisaillement pur. 



0 



I 



0 
o 

0 0 



La construction du cercle de Mohr 
montre que, si l'on fait tourner les 
axes de 45° autour de Ox-^, la contrainte 
normale disparait et le tenseur prend 



la forme 



0 


a 


0 


a 


0 


0 


0 


0 


0 


Ox, 


est 


1" 




faces d'Slements orientSs dif f§remment sont les suivantes 

1 





? 



Remarque : Difference entre le tenseur des contraintes et le 
tenseur representant des proprietes cristallines 

Les tenseurs representant les proprietes cristal- 
lines ont des orientations bien definies dans le cristal et sui- 
vent la symetrie cristalline. Ce sont des tenseurs materiels . Par 
contre le tenseur des contraintes (comme celui de deformation que 
nous allons voir), ( peut avoir n'importe quelle orientation a l'in- 
terieur du cristal. 3.1 peut exister aussi bien dans les corps iso- 
tropes que dans les cristaux anisotropes. II ne traduit pas les 
proprietes d'un cristal mais depend d'un champ de forces appliquee 
au solide : de tels tenseurs sont des tenseurs de champ . 
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CHAPITRE IV 



TENSEUR DES DEFORMATIONS 



IV. 1. - Deplacements et deformations 



Soient dans un solide continu non deform§ deux 
points P et Q voisins de coordonnees respectives x^ et x^+dx^. 
Le carre de leur distance est : 

de 2 = dx. 2 
i 1 

Supposons que chaque point du solide subisse un 
deplacement u(x^) d§fini de fagon unique et dependent des coor- 
donnSes du point donn§ : 




Le carre de la distance des deux points dSplaces P'Q' est : 

dS 2 = ^ dX. 2 
i 1 

p 

Nous disons qu'il y a deformation locale si dS est different 
2 2 2 

de ds (si dS = ds il y a deplacement rigide de l'ensemble). 
Nous n'avons pas fait d'hypotheses sur le deplacement u(x^) sinon 
qu'il soit defini et unique en tout point du solide. 
Faisons maintenant l'hypothese que le champ de vecteurs u(x^) est 
continu et derivable. 
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Considerons un point P de coordonnees x ^.au repos. Apres deforma- 

le ve 

: PQ = jdx^ 
= [ dx i] + M = K] 



tion P vient en P. de coordonnees x. + u. , le vecteur PP 1 etant le 

3. — ~ XX I 

vecteur deplacement u (fig. 1). 
Considerons un point Q voisin de P 
Apres deformation, Q vient en Q 1 : 




Figure 1 

[du^est la variation de la distance des deux points P et Q ini- 
tialeraent s§par§s de [dx.Tj • Comme 

peut ecrire , les displacements etant supposes petits 



est fonction de x^, on 



du 



3u. 3u 3u 1 

dx x + dx 2 + — - dx-, 

3X 1 8x 2 3X 3 



3u, 



du 2 = 



du_ 



ax 



ax 1 + 



i 



3U„ 



3x„ 



dx 2 + 



3u, 



3x, 



dx, 



3u, 3u_ 3u, 

— - dx a + — - dx 2 + — - dx, 





3U 






ou 


du. = — - dx. -- 


= e dx . 


(1) 




1 3x. J 


iO 0 












JU. 






avec 






(2) 
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La quant it e e.. .. , qui represente le gradient du depTaceirient est 
un tenseur du second ordre (e.c; -'. relie entre eux les deux vecteurs 

, 

du et dXj cf. chapitre I), dont la valeur doit §tre calculee en P. 
Ainsi le deplacement des points voisins Q et Q' s'ecrivent : 



uAQ) = u. (P) + e.. dx. 

i 1 lj J 

u i (Q') = u i (P) + e.j dx'j 



On peut done ecrire : 



dX ± = dx ± + du ± = dx ± + u^Q) - u^P) 



dX. 



dX 1 



dx i + e ij dx j 



(«.. + e i;j ) dx. 



dx'. + e. . dx'. = («.. + e..) dx'. 



(3) 



6.. = tenseur unite ou symbole de Kronecker 
S , 



S ..|= isii/j 
\- 0 si i i o 



On peut verifier que 6.. 6., = 6.. 

1J J K IK 

5 . .T. = T 6 VV = V V 

ij jk A ik ij i j k v k 



2 

V 



'kk 



— — > ~i> 
Comparons les produits scalaires dx. dx' et dX. dX' 



««.«• = dX.dX'. = .( 6. k+ e. k ) (ay+ey) dx k dx'. 
= 'VVWij' dx k dx 'j 



p kj dx k dx 'j 
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avec 



.. = $. . + 2 A., 
i. . = — f e . . +e.« +e, . e, 



ij j » ki kj 



Am 



3u. 



3x. 
0 



3.U. 



ax. 



3u, 3u. 

k k 

3X. 3X. 

1 J 



CO 



On a ainsi : 



dX.dX' = (6.. + 2 A..) dx.dx'. 

J.J XJ X J 

= dx. dx' . + 2 A . . dx.dx'.. 



dx.dx' + 2 A . . dx. dx' . 



d'ou dX.dX' 



dx.dx' 



2 A . . dx. dx ' . 
ij i J 



(5) 



P.. et A., sont des tenseurs symgtriques de rang deux. 

1 J 1 J 



Dans le cas ou les produits soalaires sont conserves, A., est nul 

i J 

et P.. est alors §gal a 6.. : c'est le cas d'un deplacement rigide 
de l'ensemble du solide. Ainsi P.. et A., donnent une mesure de la 
deformation du milieu et peuvent done etre utilises comme tenseurs 
de deformation : ce sont respectivement les tenseurs de Cauchy etJe 
Green. 
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IV. 2. - Deformations infinitesimales 



IV. 2.1. - Signification ggometrique des e. . 



Les expressions precedentes se simplifient si les 
deplaeements et les composantes du gradient du deplacement sont 
petits : c'est-a-dire si 



Dans ces conditions, on peut donner une signification geometrique 
simple aux e . . . 

Considerons deux positions particulieres du vecteur PQ : l'une 
parallele § l'axe Ox^, l'autre parallele a l'axe 0x_ (fig. 2). 
Examinons la deformation de 1' element rectangulaire en P. 




et si e. . « 1 



l 




i 




o 



Figure 2 
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Pour le vecteur PQ, on a : dx^ s 0 
soit : 3 U 1 , 

3u 

dU 2 = — ~ dx l = e 21 dx l 

1 

3u 

du 3 = dx l = e 31 dX l 

Done e^ mesure 1 ' allongement par unite de longueur de PQ dans la 
direction Ox^. 

e 21 mesure la rotation de PQ (le sens positif etant le sens inverse 

des aiguilles d'une montre) vers l'axe 0x 2 , cette rotation §tant 

effectuee autour de l'axe Ox^. 

On a en effet : " 

Le = " as e ^ - 

<} dx 1 +du 1 dx 



1 



D'une manidre g§nSrale : 

- e.^ repf§sente 1 ' allongement par unit§ de longueur parallSlement 
§ l'axe Ox^ d'un segment initialement parallile S. cet axe Ox^ 

- e.. tepresente la rotation vers Ox. d'un element liniaire paral- 

lele a Ox.., cette rotation etant effectuee autour de l'axe Ox, . 

J k 

IV. 2. 2. - Decomposition de la deformation. 
Rotation et deformation pure 



Le tenseur [__e^jj represente-t-il bien la deformation 
au point P ? Si oui, les composantes du tenseur doivent s'annuler 
quand il n'y a pas de deformation. Or ceci n'est pas vrai . 
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Imposons en effet au corps une rotation infiniment petite de 
vecteur w*: le deplacement du point P est egal a (fig. 3). 



PP. 



— > — 

to AOP 




Figure 5 



PP. 



qx 3 -px 2 
rX l~ px 3 



De meme, 



OQ 



x 1 +dx 1 
x 2 +dx 2 
x^+dx^ 



dx„ 



dx„ 



dx, 



soit P 1 Q 1 = P 1 P + PQ + QQ 1 



dX 



dx + du 



du = P 1 P + QQ 1 
du = CO Adx' 



<j/A(o<t- 0?) = <-l/A(PQ? 



q dx^ - r dx 2 



du 2 = r dx 1 
du^ = p dx 2 



p dx., 
q dx. 
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ou 



du. 



o -r q 
r o -p 

-q p 0 



-J3 



N 



soit en notation matricielle £ du J = £<■»] £ dx J (f ) 
ou tensorielle du. 



id . . dx . 

10 J 



a. . etant un tenseur antisymetrique. 



10 



-r 



Inversement, chaque fois qu'un deplacement infiniment petit se 



On voit done que dans le cas d'une rotation, le tenseur e. . n'est 



mettra sous cette forme, ce sera une rotation <u (p,q,r). 
On voit done que dans le eas d'v 
pas nul mais est antisymetrique. 
D'apres la definition de e.., le deplacement du point Q voisin de 
peut s'Scrire : 



u.(Q) = u. (P) + e. . dx. = u. (P) + du. 

= U . (P ) + 1 (e .. + e ..) dx. + | (e.. 



e,.) dx. 



u.(P) + ey dx. + ... d Xj 



en posant 











3u. 

( 3x^ + 
0 


3u^. 


£ io z 


\ <•« 


+ eji ) 


i 

" 2 


SX^ 


"ij'" = 


t 

~ 2 (e ij 


~ e oi } 


1 
2 


3u. 

v 3x. 
0 


3u . 

3X. ' 
l 




= e io + 


0) > • 

10 









(7) 
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Ej • est un tenseur syroStrjque car e . • = e.. 

zj o i 

to. . est un tenseur antisymetrique car to,. = -«.. 

10 ~™ " "* "~ 10 0 1 

On distingue ici la contribution de 3 termes pour le dSplacement 
du point Q : 

- u^(P) represente une simple translation de vecteur u = PP^ 

- a., dx. repr§sente une rotation de vecteur u> (relation 6) 



— ;> 

(0 



u 32 " " u 23 

— > 1 — * — > 

w = ~ ou encore <o = g rot u 



- e.. dx. represente la deformation proprement dite ou deformation 

10 0 ' 
pure . 

La partie symStrique e.^. du tenseur gradient de deplacement exprime 
la deformation pure alors que sa partie antisymetrique m^. repre- 
sente la rotation (tout tenseur peut etre decompose en deux parties 
une partie symetrique et une partie antisymetrique). 

IV. 2. 3- - Deformations pures 



Dans le cas de deformations infinitesimales , 
l'expression (IV. k) se simplifie : on peut en effet n§gliger les 
doubles produits e. . e. • devant e.- et e... 

KX KJ lj J J. 

On a ainsi A = 1 (e .. +e .. )= e .. (8) 
10 2 ij ji' ij 

La signification des composantes du tenseur e.. apparait simple- 

10 

ment si on considere la relation (5) ; en effet, on a : 
— * — » — -> — > 

dX.dX' - dx.dx' = 2 e.. dx.dx'. (9) 
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iy,2.3.1. Dilatation lineaire unitaire dans une 
direction quelconque 



Appliquons la relation (9) dans le cas ou dx = dx' 
dX = dX» (fig. 5) 

(10) 
7? 



2 2 
On a done dS - ds 



2 2 
dS = dXj 



2e.. dx.dx. 
ds = dx^ 



Considerons le vecteur unitaire n 
porte par dx^: on a done 
dx = ds n" soit dx^ = ds n^ 
et posons dS = (l +e nn ) ds e nn 

£ „ etant la dilatation lineaire dans la direction n 
nn 

La relation (10) s'ecrit done : 




dS-ds 



(11) 



2 2 
dS^ - ds 

ds 2 



2 e ij n i n j 



soit 1 +e_ 



nn 



V 



1 + 2e..n.n. 1 + e..n.n. 



e = e. .n.n. 

nn ij i j 



(12) 



Soit en developpant : 

E nn ~- e ll n l 2+e 22 n 2 2 + E 33 n 3 2+2E 12 n i n 2 +2e A3 n 2 n 3 +2£ 13 n l n 3 



Cette relation est analogue a la relation( III. 4) etablie pour 
la contrainte normale ° nn - 
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Notation matricjelle : par analogie ayec « nn (III. lj ' ) 



e nn = I n | |e (| n | (12') 



Remarque : si nicest parallele a l'axe Ox.^, = et on a 

e nn = e ll 
De meme pour les axes Ox., et Ox^. 

Les composantes diagonales de reprgsentent done la dilatation 
lin6aire unitaire selon les axes de coordonnees . 

— > -=> 

IV. 2. 3. 2. Distorsion d'un angle quelconque (n,t) 



(fig. 5) 




Figure 5 



— ^ — 57 

Appliquons la relation (9) aux deux vecteurs dx et dx' et respec- 

~> 

tivement paralleles aux directions n et t faisant entre elles un 
angle 8 (fig. 5). 

On a dx = ds n dx' = ds 1 t 

et n. t = cos 6 

Soit f - 8 - «e 1' angle (d~X, d?' ) , 6 8 etant la distorsion de (r?.? ) 
II vient : dlf.dX' = Ix.d?' + 2 e.. dx.dx* . 
soit en tenant compte de la relation (11) : 

|dx|= dS = (1 +e nn ) ds 

jdX'|= dS' =(1 +e n , n ,)ds' 
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(1 +e nn ) (l+e n , n , ) ds da' cos ~f = (cose + 2e^.n^tj) ds ds 1 

cos (6- 56) = cose cos fi 8 + sine sinfie 

& cose + sine x fie fii £9 |>AiV 

soit en negligeant les termes du second ordre 



cos 6(e +e. . ) + fie sin 0 = 2 e..n.t. 

nn zv y i J 



Cas particulier : Si n est perpendiculaire at, 6 = j 



S^O'n- = 2 e. .n t. = 2 e 



nt 



(13) 



(14) 



Soit en developpant : 2e ij .n i t j . = 2^n n i t i + e 22 n 2 fc 2 + e 33 n 3 fc 3 



+e 12^ n l t 2 +n 2 t l^ +e 23^ n 2 t 3 +n 3 fc 2^ 



Dans le cas oQ n est parallSle a l'axe Ox^ et t parallSle a l'axe 

0x„ 



— -> 
n 



0 
0 



t> 



^ijVj =2e 12 -- SB (1,2) 



(15) 



II en est de meme pour <^ ^ et ^23' A: >- ns ^ les composantes non dia- 
gonales de . representent les demi- variations d' angles initia- 
leraent droits, de cotes paralleles aux axes de coordonnies soit 
par definition jles demi-distorsions . On les appelle deformations 
transversales ou de cisaillement. 
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IV. 2. 3. 3. - Information d'un cube unj.taj.re 

Considerons un cube d 1 arete unit§ dont les 



aretes sont paralleles aux trois axes Ox.^, 0x 2 et Ox^ et son 
transforms (fig. 6). 




|dul etant le deplacement du a la deformation uniquement. 
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Ainsi pour le point A^ : 



point A 2 



point A., 



[ A 3]= W 



r " 




f 


1 




11 


0 






o 








e 13 








0 




21 


1 




e 

22 






e 






23 . 








o" 




j J- 


0 




e 

32 






e 


1 _ 




33 



point de eoordonnees (1,1-0) subit un deplacement 

1" 



e ll 


e 12 


e 13 


E 12 


e 22 


e 23 


£ 13 


£ 23 


£ 33 



e ll +e 12 



e 12 +e 22 



13 2 3 



Remarque 1 : Deformation homogene 

Une deformation est dite homogene quand les e^- (done e ^j) sont des 
constantes . 

Dans ces conditions, on peut intggrer les relations (1) ; il vient : 

u i = ( Vi + e ij x j 

(u Q )^ etant le deplacement du point situe a l'origine. 
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Si on ne considere que la deformation pure : 

u i = E io x o 

Une courbe f(x.) = 0 devient apres deformation f(x'.) = 0 avec 
l i 

x 'i - x i + u i = x i +e ij x j = (fi ij +e ij )x j 

C'est une transformation lineaire. Par consequent, durant la trans- 
formation, une droite reste une droite, un plan reste un plan, 
des droites ou plans paralleles restent paralleles, toutes les 
droites ayant la meme direction sont dilatees ou contractees dans 
le meme rapport. Les courbes ne changent pas de degre. 

Remarque 2 : 

Sur la figure 6, seuls sont representes les deplacements u. dus 
a la deformation pure. Les deplacements d'ensemble (translation et 
rotation) ne sont pas representes. 

a - Dilatation lineaire unitaire 
Elle est egale a (fig. 6) : 



PA',-PA, y'(l + e 11 ) 2 + e 12 2 + e 13 2 _4 



PA, 1 

^* 2e ii> 1/2 -i 

- , ~ e ll 

e,, est la dilatation lineaire unitaire dans la direction 1 

c 11 II p 

E 22 d 

e ii ii -z 

33 J 

On retrouve evidemment les resultats du § IV. 2.3.1. 

b - Dist orsion de 1' angle droit (1,2 ) 



Pa,, Pa 2 = PA,, PA 2 - (a+B) 
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or tga ~ a • ~~~~ e ±z ( - lT ' S ±±) ^ L12 

lt£ ll. . " 

8 Osi tgg ^e 12 



Distorsion de 1' angle droit (1,2) = 2e 12 

De meme " (2,3) = 2e 2J 

(1,3) = 2£ 13 

En resume (fig. 7) : 




Figure 7 



c - Dilatation cubique (ou volumique) unitaire 



V-V 



V Q = 1 



V = (PA' 15 PA' 2 , PA'j) 



— > — > — > 
V = produit mixte = PA' r (PA' 2 ^PA'^) 



1+e 

: 12 
: 13 



11 



E 12 e 13 

1+e 22 e 23 
e 23 l+ e 



33 



~ 1+e +e„ 0 +e_, = 1 + 
11 22 33 



si on se limite aux termes du premier ordre en e . . 
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soit 



E ll + e 22 +e 33 * e ii s trace Hi s X l 



I. etant 1' invariant lineaire = div u = r— ■ 

1 



(16) 



La dilatation cubique itant egale a la trace du tenseur des defor- 
mations (ou de celle du gradient du deplacement e . . ) , il est §vi- 

-1- J 

dent que ce resultat est independant de la forme de L'element de 
volume consider^ et du systeme d'axes choisis. 

Remarque : si on ne neglige pas les termes du second et troisieme 
ordre en , on a : 

e = I 1 + I 2 + I 3 

I^j I 2 et I j Stant respectivement les invariants lineaire, quadra- 
tique et cubique du tenseur 

i J 

Ces invariants sont nature llement analogues S. ceux definis pour le 
tenseur <j. . (cf. § III. 2. 2. et § 1.7). 

IV. 2. 3. to. - Etat de deformation autour d'un point. Elements 
principaux 



II y a analogie avec les contraintes (cf. § III. 2). En un point P 
et dans la direction "n*, on porte un vecteur PQ de longueur r (fig. 

1 




n l 




x l 


= rn 


n 2 


PQ 


x 2 


= rn 


n 3 




X 3 


= rn 
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Le lieu geometrique de 1'e.xtre.raite du vecteur PQ est donne par ; 

2 

re = + 1 
nn 

soit d'apres la relation (IV. 12) 

e ll x l 2+e 22 x 2 2+e 33 X 3 2+2e 12 x l X 2 +2e 23 x 2 X 3 +2e 13 x l X 3 = - 1 (17 ^ 

Le lieu geometrique de Q est la quadrique representative du tenseur 
des deformations : c'est la quadrique de Cauchy dont 1' equation en 
notation indicielle est 



E..X.X. = + 1 
1J 1 J 



(17) 



Rapportee a ses axes principaux, 1' equation de la quadrique prend 
la forme : 

Vl 2+ 2 X 2 2+ 3 X 3 2 = i 1 



Les demi-axes ont pour longueur 



les deformations principales 
des deformations mutuellement orthogonales . 
Par rapport aux axes principaux, le tenseur s'Scrit : 



; e 1 ,e 2 ,ej sont 



e 1 0 0 



0 0 



'3 



Dans ce systeme d'axes, les directions principales ne subissent pas 
de distorsion (fig. • 

La signification des deformations 
principales est claire si on etu- 
die un cube d' arete unite et dont 
les aretes sont paralleles aux 
axes principaux. 



Figure 9 




Xa 
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Pendant la deformation, les aretes regtent perpendiculaires 



0 i t j) et leurs longueurs deviennent l+ ei> '.l+ E2 , 1+e-j 
etant les dilatations lineaires dans les directions 



principales . 

Remarque 1 : si on tient compte des deplacements d' ensemble (rota- 
tion et translation), les axes principaux de la deformation ne gar- 
dent pas leurs directions initiales pendant le deplacement (sauf 

sit<i. . = 0) mais ils restent perpendiculaires durant la deformation. 
^- J 

Remarque 2 : la direction du vecteur displacement u (du a la defor- 
mation pure) est donnee par la construction du rayon normal a la 
quadrique de Cauchy (fig. 8). 

u i = e io n i 



Ainsi une sphere unite se transforme en ellipsoide par application 




l+e 5 (fig. 10). 



En effet, 1' equation de la sphere 

2 2 2 
est x 1 + x 2 + x^ =1 

Apres deformation, on a : 

x', 



x 2 (l + , 2 ) 
x 3 (l +e 3 ) 



Soit 
, 2 



(l+e 2 )' 



Ci+« 3 )' 



r = 1 



Figure 10 

Equation de 1' ellipsoide des dilatations 
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Remarque 3 : par rapport aux axes principaux, les equations (IV. 12) 
et (IV. 14) se simplif ient : 

£ nn = e l n l 2 + e 2 n 2 2 + (l8) 



"nt 



« 1 n 1 t 1 +E 2 n 2 t 2 +e 3 n 3 t 3 



(19) 



Remarque 4 : si l'on connait une direction principale X^ , la recher- 
che des elements principaux du plan X^X 2 se fait comme pour les 
contraintes ( § III. 2. 4.) soit : 

- par la methode algSbrique 

- par la methode graphique : cercles de Mohr 

e: est Equivalent a 0 

nn ^ nn 

x n ^. est equivalent a (n _1_ S. t) 

Dans le plan (X^lj), X^ etant direction principale, on a : 

e „„ = e..cos 2 6 + £„„sin 2 6 + 2 e.„oos 8 sin 9 A^ 7 - 
nn 11 22 12 

= e ll +E 22 — + e ll E 22 cos2 q + e sin 2 e 
2 2 lc! 

e nt = -e 11 sine cose + e 22 sinecos e 

2 2 
+ e 12 (cos e - sin 'e) 




=■11 e 22 



sin 26 + e 12 cos 26 



Les directions principales sont donnees par 
2 E , 



tg 2¥ 



=-12 



e ll~ e 22 

signe de e ^ - e 22 (voir § III. 2. 4) 



est tel que cos 2ys est du 
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E 11* E 22 , e ll~ E 22 1 

e = + — — 

T 2 2 



cos2^ 



e ll +E 22 



e ll+ E 22 
e ^ + 



e ll~ e 22 1 



3 3|5 



(20) 



'12 



Remarque 5 : Tenseur deviateur 

De maniere analogue au tenseur des contraintes 
(§ III .2.6) 3 on peut decomposer le tenseur de formation e^. en la 

A et ef. *v*C 



10 



tenseurs 


C ij 


e m 0 


0 


0 e ™ 


0 


m 




0 0 


e„ 



— — = deformation moyenne 
3 



qui reprSsente un Stat de deformation sphSrique correspondant uni- 
quement a un changement de volume sans distorsions et conservant 
l'isotropie du milieu. 



et 



'10 



1 e 22 E 33 



'12 



'13 



- 12 



2e 22 E ll e 22 



23 



*13 



'23 



(21) 



2e 33~ E H C 22 



qui correspond au contraire S une deformation sans dilatation volu- 
raique mais avec distorsion ou cisaillement : e^. est appele tenseur 
deviateur : (sa trace est nulle). 
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Par rapport aux axes principaux, on a : 
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Une d§formation queleonque peut etre considSree comme la somme d'un 
etat de deformation spherique et d'un etat de deformation sans ehan- 
gement de volume. 



IV. 3 - Formes particulieres prises par le tenseur des deformations 

a ) Deform a tion plane et eisaillement pur 

Le solide est dit en §tat de deformation plane si l'une 
des dilatations principales est nulle . Un cas particulier important 
est le eisaillement pur. 

Dans le cas d'un eisaillement pur autour de Ox,, e . . prend la forme 
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qui rapporte 5 ses axes principaux 
par une rotation de 45° Aonv^e ; 



La deformation de eisaillement pur correspond a la contrainte de 
eisaillement pur vue au chapitre precedent. 
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La construction du cercle de Mohr est 
identique. Dans ce type de deformation, 
la dilatation est nulle . 

b) Cisaillement simple 

On appelle cisaillement simple la 
some d'un cisaillement pur et d'une 
rotation. 






Deformation de cisaille- 
ment pur d'une sphere 
rayon unite . 



Simple 



pur + rotation 



Remarque 1 : Deformation non homogene 

Les resultats precedents peuvent etre generalises aux 
deformations non homogenes. On considerera alors une petite region 
ou la contrainte est sensiblement homogene. On definit ainsi en chaque 
point les trois directions de deformations principales , variant en 
general d'un point a un autre. De meme pour le quadrique de deforma- 
tion dont la grandeur, la forme et l 1 orientation varient d'un point 
a un autre . 
Remarque 2 : 

La deformation d'un cristal ne forme pas l'une de ses 
proprietes physiques uniquement liee au cristal lui-meme et en par- 
ticulier a sa symetrie : elle constitue la reponse du cristal a une 
sollicitation mecanique (glasticite) ou electrique (piezoelectricite) . 
La deformation produite par une contrainte mecanique ou un champ 
electrique n'a pas necessairement la symetrie du cristal, a moins que 
la contrainte mecanique ou le champ ne possedent eux-memes cette sy~ • 
metrie. La deformation resultant d'une variation de temperature (dila- 
tation thermique) doit par contre Stre conforme 5 la symetrie cris- 
talline . 
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IV. 4 - Dilatation thermique 



La deformation associee a une variation de temperature 
peut etre representee par le tenseur des deformations ^e^^J . Pour une 
petite variation uniforme AT de la temperature, la deformation est 
homogene et les composantes dej^e^^jsont : 

e i3 ■ •« AT 

a ij = cons ' tan ' tes = coefficients de dilatation thermique 
{j^ij^j est un tenseur symetrique done^^ est aussi un tenseur symetrique, 
Si ce tenseur est rapporte a ses axes principaux, les equations (11) 
se simplifient : 

E a = a 1 AT e 2 = a 2 AT =o ? A T 

a 1J a 2 , a , etant les coefficients principaux de dilatation. 
La dilatation thermique d'un cristal doit presenter la symetrie du 
cristal (principe de Neumann : les Elements de symetrie des proprie- 
ty physiques contiennent au moins ceux du groupe i. centre du cristal) . 
La dilatation thermique ne peut done detruire aucun de ses elements 
de symetrie (sauf dans le cas d'un changement de phase) : aussi la 
classe d'un cristal ne depend pas de la temperature. Le coefficient 
volumique de dilatation thermique est ; e'est un invariant : 

* = ¥■ - e ii = •« AT (12) 

o 

Remarque : Au cours de ce chapitre, nous avons donne les composantes 
du tenseur deformations dans le systeme d'axes de coordonnees rectan- 
gulaires (systeme cartesien) . 

Dans 1' annexe I, on trouvera la demonstration des expressions des 
composantes du tenseur deformation en coordonnees spheriques et cy- 
lindriques (ces deux systemes etant tres souvent utilises pour resou- 
dre les problemes pratiques). 
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